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RESUMEN

En la historia de las matematicas, ocurre con frecuencia que determinados temas (en especial el calculo numérico) tenian
perfectamente definida su solucion tedrica, pero el cimulo de operaciones para hallar un resultado concluyente, en
multiples ocasiones no permitia llegar a los resultados finales.

La solucion de las ecuaciones diferenciales, representa un ejemplo demostrativo.

Afinales del siglo XIX la electricidad era tema fundamental en la sociedad y cada vez aparecian nuevas situaciones que
complejizaban la solucién de problemas técnicos, en especial con la teoria de los circuitos eléctricos que para llegar a
soluciones finales era necesario resolver ecuaciones diferenciales por los métodos clasicos haciendo uso intenso de
las técnicas de integracion y derivacion lo cual constituia en multiples ocasiones un notable obstaculo desde el punto de
vista ingenieril, y fue a finales del siglo cuando un ingeniero electricista ingles establecié un conjunto de reglas practicas
para llegar a dichas soluciones sin la necesidad de utilizar los fundamentos del calculo. Si bien estas reglas propiciaban
las soluciones, era necesario efectuar complejas operaciones algebraicas en ocasiones largas y tediosas, por lo que
comparativamente no quedaba claro cual proceder seria el mejor.

En la actualidad con el apoyo software matematico, en especial Mathcad, podemos llegar a dichas soluciones de
manera rapiday con un alto grado de precision. Y es sobre este aspecto que trata el trabajo que presentamos en el cual
se describe un procedimiento algoritmico que permite hallar la solucién de ecuaciones diferenciales con condiciones
iniciales, aplicando la transformada de Laplace.
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ABSTRACT

In the history of Mathematics, frequently happens that certain topics (especially the numeric calculation) has perfectly
defined its theoretical solution, but the heap of operations to find a conclusive result, in multiple occasions, don’t allow
to arrive to the final results.

The solution of differential equations represents a demonstrative example. At the end of the XIX century, the electricity
was a fundamental theme in the society and every time new situations appeared that complicates the solution of technical
problems, especially with the theory of the electric circuits, where was necessary solving differential equations with
classic methods, making intense use of the techniques of integration and derivation, which constituted, in multiple
occasions, a remarkable obstacle from the engendering point of view, and it was at the end of the century when an English
electrical engineer established a group of practical rules to arrive to this solutions without necessity of using the basics
of calculus.
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Although these rules propitiated the solutions, was necessary to do complex algebraic operations, in occasions, long
and tedious, so, comparatively, it was not clear which procedure would be the best.

At the present time, with the support of mathematical software, especially Mathcad, we can arrive to this solution in a

quick way and with a high grade of precision.

In the present text is described an algorithmic procedure to find the solution of differential equations with initial conditions,

applying the transformed of Laplace.

Key words: differential equations, Laplace transforms, vibrations of a mass on a spring, electric circuits.

|. INTRODUCCION

EN LA ACTUALIDAD Una de las herramientas mas
interesantes que disponemos para analizar y pre-
decir el comportamiento de un sistema o fendme-
no de diferente naturaleza es la construccion y
posterior simulacién de un modelo matematico. Los
avances ocurridos en las diferentes ramas del sa-
ber humano junto al desarrollo alcanzado en los
ordenadores y el software matematicos son razo-
nes que justifican la edad de oro que hoy en dia
vive lamodelizacion matematica.

Los modelos se construyen para conocer o pre-
decir propiedades del objeto real. Segun el profe-
sor Sixto Rios [1]: “un modelo es un objeto, concepto
0 conjunto de relaciones, que se utiliza para repre-
sentar y estudiar de forma simple y comprensible
una porcién de la realidad empiricax.

Para que los modelos puedan decirnos algo so-
bre el objeto que representan, es necesario que se
construyan estableciendo una relacion con la reali-
dad que debe ser simétrica, es decir, la relacion de
correspondencia entre el objeto real y el modelo
debe ser al menos parcialmente reversible y debe
permitir la traduccion de algunas propiedades del
modelo a la realidad.

Existe una gran variedad de modelos matema-
ticos que se utilizan para el estudio de problemas
en diferentes ciencias; sus objetivos principales son
describir, explicar y predecir fenébmenos y proce-
sos en dichas areas. Una gran parte de tales mode-
los matematicos se expresan mediante ecuaciones
diferenciales.

En particular las ecuaciones diferenciales ordi-
narias de segundo orden con coeficientes constan-
tes nos permiten modelar fendmenos vibratorios
y circuitos eléctricos en series.

Los asistentes matematicos pueden tener varia-
do uso en la ensefianza de la matematica como se-

fiala Luis Zaldivar Henriquez y colaboradores [2],
si se tiene en cuenta que en la solucién de proble-
mas se transitan por diferentes etapas que segun
Santiago Vicente y Josetxu Orrantia [3] consisten
en comprensién del texto, comprension de la si-
tuacion, matematizacion, célculo e interpretacion
del resultado. Siendo la etapa de matematizacion,
donde se establece el modelo matematico que des-
cribe la probleméatica planteada, crucial en dicho
proceso al igual que la de interpretacién de los re-
sultados; pero la etapa del calculo puede ser en
muchas ocasiones muy extensay rutinaria provo-
cando que se puedan resolver en clase un namero
reducido de problemas pues la mayor parte del
tiempo se dedique a los célculos como sefialan Pe-
dro Campillo y Antonio Devesa [4]. Esto hace que
no se puedan desarrollar, como se desea la habili-
dad parasolucionar problemas en los alumnos. Es
aqui donde puede entrar el uso del asistente ma-
tematico como una herramienta de calculo que per-
mita elevar la productividad del estudiante en la
clase y se pueda dedicar la mayor parte de esta a
las etapas de matematizacion e interpretacion de
los resultados y de esta forma poner a estudiantes
en posicién de éxito en la solucién de problemas.

Esta situacion es tipica en el caso de los proble-
mas que conducen a una ecuacion diferencial li-
neal no homogénea de segundo orden con
coeficientes contantes como modelo matematico,
pues su proceso de solucion por la via directa re-
quiere en primer lugar de la solucién de la ecua-
cién dife-rencial homogénea asociada, lo que
requiere de la determinacién de las raices de una
ecuacion polinémica; unavez transcurrido esta eta-
pa hay que determinar la solucion particular de la
ecuacion diferencial, y cualquier método que se siga
trae con sigo un volumen significativo de calculos
algebraicos que generalmente conllevan a la solu-
cion de sistemas de ecuaciones lineales e incluso es
necesario calcular integrales si se esta usando el
método de variacion de la constante creado por el
matematico italo-francés José Luis Lagrange (1736-
1813) [5].
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Unavez vencida la etapa de la solucion general
de la ecuacion diferencial se hace necesario deter-
minar la solucién particular que satisface las con-
diciones iniciales asociadas al problema que se esta
resolviendo, proceso que requiere de calculo de
derivadas y de otro volumen significativo de cal-
culo algebraico.

Una herramienta potente que permite integrar
en el proceso de la solucion de la ecuacién diferen-
cial el cumplimiento de las condiciones iniciales
asociadas al problema es el uso de la Transforma-
da de Laplace. La moderna aplicacién de dicha
transformada y toda su teoria subyacente surge
en la segunda mitad del siglo XIX. Al tratar de
resolver ecuaciones diferenciales relacionadas con
la teoria de vibraciones, el ingeniero inglés Oliver
Heaviside (1850-1925) [5][6]. Pero a pesar de esto
seguimos antes la problematica de tener que en-
frentar un gran volumen de céalculo para resolver
la ecuacion diferencial con sus respectivas condi-
ciones iniciales que modelan el problema en
cuestion, pues es necesario hacer calculos de trans-
formadas directas e inversa, lo que requiere de
grandes volumenes de célculo algebraico y gran
habilidad en el uso de las propiedades y tablas de
la transformada de la Laplace.

Por otra parte, el software Mathcad es un utili-
tario matematico que brinda amplias facilidades
para el calculo simbdlico y en el mismo esta
implementado todo el trabajo con la transformada
directa e inversa de la Laplace. Es por ello por lo
que el objetivo del presente articulo es presentar
un algoritmo, implementado en Mathcad, que per-
mite resolver analiticamente las ecuaciones dife-
renciales lineales con coeficientes constantes
presentes en los problemas de aplicacién de dichas
ecuacionesy que viabiliza la etapa de calculo dan-
do amplias posibilidades para poder trabajar los
momentos de modelacién e interpretacién de los
resultados en el proceso de solucion de esta
tipologia de problemas.

Il. DEFINICION E HISTORIA
DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

La teoria de las transformadas o transforma-
ciones de Laplace, conocida tam-bién con el nom-
bre de célculo operacional, ha venido a constituir en
los altimos afios con el empleo de las computadoras,
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parte esencial de la matematica requerida por los
ingenieros, fisicos, matematicos y otros cientificos.
Esto se debe a que, ademas del interés tedrico pro-
pio de la materia, los métodos de la transformada
de Laplace constituyen un instrumento facil y efec-
tivo para la solucion de muchos problemas de la
cienciay la ingenieria.

Laplace

La transformada cuyo simbolo identificativo es
Z fue introducida por el matemético francés Pierre
Simon Laplace (1749-1827) siguiendo las ideas de
Leonardo Euler (1707-1783) en el ano de 1782 [7]
[8].

La transformada se fundamenta en una integral
impropia de primera especie y se expresa
simbodlicamente como:

F()=ZL{fO}=[e " fyar
0

para todos los nimeros positivos t = 0, siempre
que la integral converja al menos para algtn valor
de s, siendo s un parametro de variable compleja.

Heaviside
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Mas de un siglo transcurrié sin utilizacion practica
de la férmula pues fue tratada bajo una perspectiva
meramente teérica hasta el ano 1894, cuando el
ingeniero electricista inglés Oliver Heaviside (1850-
1925), publicé un articulo titutado “On operators in
Mathematical physics” en el que introdujo ciertas reglas
y métodos operatorios con muy débil justificacion
matematica, pero que en “general” conducian a la
solucion correcta de problemas sobre circuitos
eléctricos.

Estos métodos, introducidos con el objeto de reducir
a cuestiones puramente algebraicas la resolucion de
ecuaciones diferenciales y sistemas de ecuaciones
diferenciales relacionados con la teoria de los circuitos
eléctricos, han seguido su desarrollo, empleandose
incluso por electricistas y otros técnicos, pero fueron
considerados durante mucho tiempo por los
matemadticos como simples medios practicos para
hallar posibles soluciones.

Tras varias décadas de intentos, se descubrié que la
Transformada creada por Laplace no sélo ofrecia un
fundamento teérico al método de célculo operacional
de Heaviside, sino que ademds permitia una
alternativa mucho mas sistematica en la obtencion de
la funcién solucion de las ecuaciones diferenciales,
siendo muy dtiles para resolver ecuaciones con
condiciones iniciales [9].

ITI. IMPLEMENTACION DEL
PROCEDIMIENTO

El uso de la transformada de Laplace en la solucién
de ecuaciones diferenciales esta soportado en una de
su ventaja mads significativa de convertir la integracion
y derivacion en multiplicacion y division; para poder
transformar la ecuacion diferencial y sus condiciones
iniciales (problema de Cauchy) hay que usar la
propiedad de linealidad de la transformada:

Llaf (1) +bg()] = al[f )]+ bL[2(1)] @

Unido a la trasformada de la derivada, si se tiene

que L[f(.f)] = F'(s), entonces se cumple que

‘d[f.{u](! }]= s”f[/'(t}]-—is“_"j'”“”(m =
i=l

s"F(s)=Ys"" £90(0) 3)

i=l

Problema de Cauchy
en el espacio de
funciones objeto

Solucion del problema
de Cauchy v

Transformada

Transformada inversa de
de Laplace Laplace
Y

Solucion de la
ecuacion operacional

Ecuacion operacional
en el espacio de
transformadas

- Il

Fig.1. Esquema de célculo para resolver un problema de Cauchy
usando la transformada de Laplace

A partir de estas propiedades y usando el esquema
general que se muestra en la Fig. 1, entonces es posible
solucionar un problema de Cauchy:

En lo que sigue se discutira la implementacién en
Mathcad [10] del procedimiento para solucionar un
problema de Cauchy, en primer instancia se utiliza la
propiedad (3), como se ilustra en la Fig. 2, donde k es
el orden de la derivada y v es el vector que contiene

los valores de _/'(0),]”(0).,_]'”(0),---,f(k_”(O), el

que hay escribirlo como un vector columna.

Tder(Y.s.k.v):= |R«Y if k=0

k-1
Res5Y - Z (\'.-sk _‘_,) otherwise
1=0
Fig. 2. Funcion [Tder] implementada en Mathcad para transformar la

derivada de orden k de la funcion f{t), donde los valores ent = O de las
derivadas de orden O, 1, .., k-1 se almacenan en el vector v.

Asi por ejemplo, si se tiene que f{0)=1y f(0)=2,
entonces v = (1, 2)7, donde T denota la matriz
transpuesta, entonces para la segunda derivada de f(t)
se obtiene

Tder(Y.s,2,v) > Yls2 —s—2

A partir de la funcion implementada para transfor-
mar una derivada y usando la propiedad de linealidad
(2) se define otra funcién que transforma el miembro
izquierdo de la ecuacion diferencial, dicha funcién se
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muestra en la Fig. 3, en la misma aparecen dos
vectores columna, uno con los coeficientes constantes
(coefi) de la ecuaciéon diferencial y otro con las
condiciones iniciales. (Cini)

MiEe(Y .s.coefi.Cini) := |n « last(coefi)
R«

for ic0..n
R « R + coefij-Tder (Y .s.i,Cini)
R

Fig. 3. Funcion implementada en Mathcad para transformar el
miembro izquierdo de la ecuacion diferencial en el espacio de
transformadas.

Como ejemplo para la ecuacion diferencial

y'-3y'+2y=te' +4
condiciones iniciales y(0) =1 yy'(O) =2 se
definen los vectores columna coefi = (2, -3, 1)T de los

coeficientes y el vector columna Cini = (1, 2)" con las
condiciones iniciales, resultando que:

que  satisface las

MiEc(Y ,s,coefi,Cini) factor = (s=1)-(Y's-2-Y-1)

Es necesario ahora transformar el término
independiente f(t) (miembro derecho) de la ecuacion
diferencial para ello se wutiliza el operador
laplace —> implementado en Mathcad y se define

el miembro derecho de la ecuacién operacional como
se ilustra en la Fig. 4.

MdEc(s) = f(t) laplace —

Fig. 4. Funcion implementada en Mathcad para transformar el
miembro derecho de la ecuacion diferencial en el espacio de
transformadas.

Asi, para el ejemplo que estamos ilustrando resulta

que f@)= te' +4, por lo que
2
45°-78+ 4
MdEC(S) = (s ])2 , en la Fig.5 se muestra el

resultado del calculo realizado en Mathcad para
obtener este término.

MdEc(s) = f(t) laplace — $§—78+4

s-(s— :)2

Fig.5. Evaluacion de la funcion para obtener la transformada del
- A ll'
termino independiente f ( f ) =te +4 dela ecuacion diferencial
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Siguiendo el esquema de calculo representado en la
Fig. 1 corresponde primeramente encontrar Y en la
ecuacion:

45 —Ts+4

(s=-1)Ys=2Y-1)= _ 5
s(s—1)

Y a continuacién hallar la transformada inversa de
Laplace £-!, lo que requiere de un arduo trabajo
algebraico donde esta presente la descomposicion en
fracciones simples y el uso de las tablas vy
propiedades de la transformada. Todo este trabajo
sumamente engorroso se automatiza usando los
operadores solver (solve) e invlaplace que estan
implementados en Mathcad; para ello se utilizo la
funcién que se ilustra en la Fig. 6, la cual devuelve la
expresion analitica y(t) que define la solucion del
problema de Cauchy que se esta solucionando:

solve .Y

y(t) .= MiEc(Y ,s,coefi.Cini) = MdECc(s) in vlaplace_}

Fig. B. Funcian implementada en Mathcad que devuelve |a solucion
analitica del problema de Cauchy.

En el caso que nos ocupa resulta:
\

2t t t-e t
y(t) =>4 —5¢ — —te +2

5

Asi, por ejemplo para solucionar el problema de
Cauchy

Y'+5y'+6y=10(1—-1¢) e +sen(2t)
y(0)=1, »'(0)=2

Tenemos que definir el vector de los coeficientes C =
(6, 5, 1)T y el de las condiciones iniciales CI = (1, 2)';
asi como la funcion f(¢)=10(1—1) e +sen(2t)
correspondiente al segundo miembro de la ecuacion

diferencial. A partir de aqui el trabajo se reduce a
invocar las funciones:

2.(5.6% + 6.6% + 24.5 = 24)
(s +2)%(s2+ 4)

MdEc(s) := f(t) laplace —

solve | Y

Y(f) = MREC(Y5; 0, Cl) mMdEels) |, i viaed™
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Por lo que se obtiene la solucion del problema de
Cauchy, la que viene dada por

-3t =24
206-€ 59-8 5-c0s(2-1)
- - - -
v 13 4 5
smj(jz-t) . zu-t-e""“- 5'ta'e-,t

Solucion que se ha representado en la Fig. 7

y(t) L

Solucion del problema de Cauchy

Fig.7. Representacion de la solucion del problema de
Cauchy en el intervalo [0, 10].

Invitamos al lector que obtenga la solucion de este
problema de Cauchy usando el proceder clasico; es
decir, resolviendo primeramente la ecuacion

homogénea y" + Sy' +6y=0 para encontrar
ye(t), seguidamente proponiendo y encontrando una
solucion particular yp(t) para
f()=10(1—1) e ™ +sen(2t) segin el método de
los coeficientes indeterminados para poder escribir la
solucion general yg(t) = y(t) + yp(t); y finalmente
aplicar las condiciones iniciales del problema y
determinar la soluciéon particular del mismo.

IV. SOLUCION DE PROBLEMAS DE
APLICACIONES DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES DE
SEGUNDO ORDEN

Como es ampliamente conocido la ecuacion
diferencial lineal de segundo orden con coeficientes
constantes:

al Ly bL yoy=F@) @)

e et

Modela problemas oscilatorios, tanto de sistemas
vibratorios mecanicos como de circuitos eléctricos
RCL (resistencia, condensador e inductancia). En el
primer caso y representa la posicion del cuerpo en el
instante t, a corresponde a la masa del cuerpo, b es la
constante de amortiguamiento pues dicha fuerza es
proporcional a la velocidad, ¢ se identifica con la
constante elastica del muelle y F(t) es la fuerza
externa que se le aplica al sistema.

En el caso de los circuitos RCL suele tomarse Q para
la carga en el instante, variable que ocupa el lugar de
y en le ecuacion 4, a representa el valor de la
inductancia L, b es sustituido por la resistencia R,
mientras c¢ es el reciproco de la capacidad C del
condensador y F(t) denota la fuerza electromotriz,
que suele denotarse con E(f).

Esta claro que si se resuelve un problema de
aplicacion siguiendo el procedimiento clasico,
anteriormente descrito, en una clase pueden ser
resueltos un namero reducido de problemas;
mientras que si se sigue el procedimiento discutido
en este articulo se puede resolver una gran variedad
de problemas y centrar el trabajo en la modelacién del
problema y la interpretacion de los resultados que
son dos momentos muy importantes en el tratamiento
de los problemas.

Seguidamente se presentan ejemplos ilustrativos

Ejemplo 1
y

Un resorte [11] sujeto a un
soporte tiene suspendida
una masa de 2 kg y la cons-
tante de elasticidad del re-
sorte es de 4 N/m. El sistema
estd en reposo cuando el
soporte empieza a oscilar de
acuerdo a la expresion fi(t) =
2¢08(31). i

Determine:

a) La ecuacion diferencial del movimiento si el
sistema completo estd inmerso en un medio que
opone una fuerza de resistencia numéricamente igual
a 6 veces la velocidad instantanea.

b) La ecuacion del movimiento (tome en cuenta que
el peso esta en reposo en la posicion de equilibrio
cuando el soporte empieza a oscilar).
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C) La gréfica de la ecuacién del movimiento.

De la discusion anterior sobre esta tipologia de
problemas se desprende que el mismo se modela por

2{; 4 +6 » +4y =2cos3t
.'

J}:O, :; =0 para =0

La complejidad viene dada cuando el problema de
Cauchy es resuelto siguiendo la via clasica, pero
empleando nuestra propuesta, solo hay que definir
los vectores coefi= (4, 6,2)"y Cini=(0,0)'; asi como
la funcion h(t) = 2cos(3t) y aplicar el procedimiento
implementado en Mathcad, obteniendo el resultado
que se muestra en la Fig.8, el que conduce al gréfico
de la Fig. 9.

MdEc(s) = h(t) laplace — —
S +9
Yy _ soive, Y
y(t) := MiEc(Y,s,C,Cl) = MdEc(s) indaplace
2 1 ) i‘ _ 1-cos(3-t) . 9.5in(3-)
13 10 130 130
-24 t :
2-e = 7-cos(3-t)  ¢-sin(3-1)
YO >~ " m T o

Fig. 8. Solucidn del problema obtenida usando el procedimiento
implementado en Mathcad.

Posicion de la masa

Fig. 9. Gréfica de la ecuacion del movimiento.

Como se senalé con anterioridad el procedimiento
implementado permite evaluar rdapidamente un
problema, si por ejemplo se quiere estudiar la
influencia de la fuerza amortiguadora, se tiene que
cambiar en el vector que contiene los coeficientes de
la ecuaciéon  diferencial, la  componente
correspondiente a la fuerza de resistencia en las
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figuras 10 y 11 se presentan, respectivamente, los
resultados obtenidos cuando se considera que la
fuerza de resistencia es numéricamente igual a la
mitad de la velocidad instantdnea y cuando no existe
fuerza de resistencia.

t

so Y-t
y(t) = 1.sm(,l} 1z-cos(s-t)+“"e -cos[ s )

83 93

t

.t
16\/1_"9 sm[g'

J/

100711

-04
-0
-03 Tiempo [s]

Fig. 10. Ecuacion del movimiento y su grafica cuando la fuerza de
resistencia es numeéricamente igual a la mitad de la velocidad
instantanea, solucion obtenida para los coeficientes

Posicion de la masa

-------- -025

Posicion de la masa

Fig. 11. Ecuacion del movimiento y su grafica cuando la fuerza de
resistencia es nula, solucion obtenida para los coeficientes de la
ecuacion diferencial C=(4,0, 2]’

Ejemplo 2

Se conectan en serie
[12] [13] [14] wun
inductor de 1 henrio,
una resistencia de 2
ohmios, un capacitor '
de 0.5 faradio y una
fuente de  voltaje
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alterno dado por E(t) = 20cos(2t) voltios. Si la carga
inicial almacenada en el capacitor es de 1 Coulomb y
la corriente inicial es igual a cero ampere, encuentre:

a) La carga que contiene el capacitor en el tiempo t>()
b) La corriente de estado estacionario

Segtin lo senalado con anterioridad, este tipo de
problema se modela por

LC+R%+2=E()
00)=1,1=%=0 parat=0

En el caso que nosocupa L =1, R=2, C=0.5, E(t) =
20cos(2t), Q(0) =1 e I(0) = 0. Por lo que para el uso de
nuestra propuesta hay que definir los vectores

Coeﬁ — ((:5 szyl)r = (2- 2’ I)T con los coefi-

cientes de la ecuacion diferencial y Cini = (l, 0)

correspondiente a las condiciones iniciales. Los
resultados del cdlculo usando el procedimiento
implementado en Mathcad se presentan en la Fig. 12.

MdEc(s) = E(t) laplace —
S +4
. o olve.Y
Q(t) := MIEc(Y ,s,Coef ,Cini) = MdEc(s) invlaplace_’
Q(t) = z-sin(2-t) — 2-cos(2-t) + 3-e"'-cos(t) - 5-e"‘-sin{t}

Fig.12. Resultados de la evaluacion del circuito RCL

En el procedimiento analitico del problema se
aprecia claramente la solucion transitoria y la
solucion estacionaria y teniendo en cuenta que

dQ

I= dt resulta que

I(1) = 8 cos(2t) + 4sin(2t) + 2¢
y la corriente de estado estacionario esta dado por
‘(es.' (1) = 8 cos(2¢) + 4 sin(2¢) . En la Fig, 13 se
representan, la carga que contiene el capacitor, la
corriente 'y la corriente de estado estacionario;

observe como para valores grandes de t, estas dos
altimas coinciden.

(sint — 4 cost)

P O L

BN
VNV AV

Tiempo [s]
——— Carga en el capasitor ®—e—e Corriente
w—3¢ = Cormiente de estado estacionario

Fig.13. Representacion de la carga que contiene el capacitar, la
corriente y la corriente de estado estacionario en el circuito RCL

Como se ilustré en el caso de los problemas de
oscilaciones mecénicas, se puede realizar la solucién
de otras situaciones variando alguno de los
parametros que intervienen en el modelo y si esto se
fuera a realizar obteniendo la solucién por via clasica
de la ecuacion diferencial el proceso consumiria un
tiempo considerable. Si por ejemplo queremos
analizar la influencia de la fuente de voltaje al
sustituir la existente por una de 20 voltios de
corriente directa, entonces solo tenemos que sustituir
en el célculo la funcion E(t) = 20. El resultado del
calculo se muestra en la Fig. 14.

MdEc(s) = E(t) laplace — 22

s
) o solve Y
Q(t) == MIEc(Y ,s,Coef ,Cini) = MdEc(s) inv!aplace_’

-t -t

Q(t) — 10— 9.e” -sin(t) —s-e” -cos(t)

Ity = %tcm) — 1.~ Lsin(t)

Fig. 14. Resultados de la evaluacion del circuito RCL considerando
una fuente de corriente directa de 20 voltios.

Indudablemente la carga estacionaria en el capacitor
es de 10 Coulomb y la corriente de estado
estacionario es nula, lo que se observa en la Fig. 15.

Cuando el capacitor se encuentra totalmente
cargado, deja de circular corriente por el circuito.

ten seg

Fig. 15. Representacion de la carga que contiene el capacitor y la
corriente en el circuito RCL con fuente de corriente directa de 20
voltios.
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V. CONCLUSIONES

A partir de las potencialidades para el calculo
simbolico del Mathcad se elabord un procedimiento
basado en el trabajo con la transformada y trans-
formada inversa de Laplace, el cual puede ser uti-
lizado en la solucion de problemas con condiciones
iniciales para ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes. Dicho procedimiento pue-
de ser de gran utilidad en la solucion de proble-
mas de aplicacién de dichas ecuaciones, pues
permite dedicar un mayor tiempo a la modelacion
del problema y a la discusién de los resultados,
automatizando la solucion del problema con con-
diciones iniciales, lo que suele ser extremadamen-
te trabajoso y consume un tiempo apreciable que
imposibilita resolver una gran variedad de situa-
ciones en un corto tiempo. Esto fue ilustrado cla-
ramente en el trabajo.
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ANEXO
Un inductor de 2 henrys, una resistencia @
de 16 ohmios y un condensador de 0,02 -I-
faradi ecta i
araalos se con n en 8serie cOn una 2h 0,02 fd

f.e.m. de E voltios. En t = 0 tanto la

carga del condensador como la corriente

del circuito valen cero. Encontrar la car-

ga y la corriente en cualquier tiempo 16 ohmios
t > 0si E =100 sen 3t (voltios)

Ecuacion diferencial

2
2ﬂ + 16£ +50Q = 100 sen(3t)
dt2 dt
2

dQ dQ 1
2 dt 0.02

Q = 100sen(3t)

Condiciones iniciales

Q(0)=0
DATOS
1 T
coefi = [—2 16 2]
2.10”
Cini:== (0 0)

f(t) .= 100-sin(3-t)

k=2
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CALCULOS

Tder(Y.s . k.Cini) = |R«<Y if k=0

k-1
R« shy- Z (Cinii-sk_M) otherwise
i=20

MiEc(Y.s, coefi.Cini) := | n « last(coefi)
R« 0
for ic0..n
R « R + coefij- Tder (Y .s.i. Cini)
R

MiEc(Y . s, coefi, Cini) := | n « last(coefi)
R« 0
for i=s0..n
R < R = coefij- Tder(Y.s.i. Cini)

300
s -9

MdEc(s) = f(t) laplace —

Q(t) = MIiEc(Y .s . coefi.Cini) = MdEc(s)

resolver  25.sin(3.) 75.cos(31) 75.cos(3.t e 4! 25sin(3.4 &4

inviaplace 26 52 52 26
(6 - S L I5cos(3Y 225.sin(3.9 75.cos(3.e"?t 425sin(3.9.07%"
- dt 26 52 26 52
~ GRAFICA
4 | f/f — T
> [ ] ,
Q) I s N e, / s IR
10t) o 93 46 Go 12 IS 18 2a—24 27 P
a AN v
“‘n-.__‘_,_,_,_n“/
-6
t segundos
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