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EDITORIAL

E sta revista brinda una importante opciéon de divulgacién siendo el
medio para impulsar la difusion social del conocimiento cientifico
y tecnoldgico. Asi se permite informar los resultados alcanzados por do-
centes e investigadores de los diferentes grupos de investigacion de la uni-
versidad y la region.

Se destacan articulos por la calidad de sus contenidos y la responsabili-
dad de sus autores en el proceso de difusién. En esta primera edicién se
hace entrega de lo més significativo de la produccién académica, dando
nuestros primeros pasos hacia el proceso de indexacién, y demostrando
que el esfuerzo y la dedicacién tienen su recompensa.

Los resultados de investigacion tanto de la Facultad de Ingenieria como
de la Facultad de Ciencias Basicas-FCB tienen este valioso medio para dar
a conocer los avances tecnolégicos y cientificos producto del trabajo coor-
dinado entre investigadores, docentes y estudiantes. En particular la Cor-
poracion Universitaria Republicana tiene la Facultad de Ciencias Basicas-FCB
como una dependencia académico-administrativa que cumple con las basi-
cas de Investigacion, Docencia, Extension Cientifica y Cultural, Asesoria
Docente e Investigacion y Servicios a la Comunidad; La FCB est4 definida
como un espacio académico-administrativo de la Corporacién, cuya mision
es formar en Ciencias Naturales, Ciencias Matematicas con el apoyo de las
Ciencias de la Informacién y la Comunicacién, por tanto la revista es la
herramienta y medio de apoyo no solo para divulgar resultados, sino para
utilizarse como material de apoyo para los procesos pedagoégicos de ense-
flanza y aprendizaje.

Este nimero de la revista presenta trabajos realizados por miembros
de la comunidad académica e investigativa, entre ellos se seleccionaron y
evaluaron los siguientes: el profesor Leonardo Solanilla Palacio, da a cono-
cer los resultados del trabajo de investigacion Teorema de clasificacién para
2-variedades sobre métodos combinatorios que permitan la construcciéon
de superficies compactas, esto con el fin de entender las mismas y asi
poder dar una demostracion completa del teorema de clasificacién
topoldgica de superficies.
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El profesor Jhon Alexander Rico Franco, presenta resultados valiosos
sobre el estudio del Estado del arte de la (in)seguridad VoIP en que se
destaca la telefonia basada en el protocolo IP (VolP) como el concepto tec-
nolégico que comprende a todos los mecanismos necesarios para lograr
realizar llamadas telefénicas y/o sesiones de videoconferencia a través de
redes de datos,permitiendo servicios de telefonia a costos minimos y de
facil implementacion e integracion con la red de datos propia de cualquier
empresa; y es por estas caracteristicas que los productos VolP han tenido
una muy rapida y amplia aceptacion en todo rango de empresas, uso do-
méstico y otros ambientes que requieren de soluciones de telefonia.

La Dra. Magdalena Pradilla Rueda presenta resultados del estudio so-
bre Contexto y elementos de una sintaxis del lenguaje légico, analisis del
lenguaje, realizados por los 16gicos de principios del siglo XX, dentro del
desarrollo de la Logica Matematica, sientan las bases de la estructuracion
de un Lenguaje Logica. Uno de los ejes principales es la sintaxis, que deter-
mina el funcionamiento del lenguaje, a partir de la deduccién formalizada,
como la herramienta 16gica mas importante, la definicién de las formas de
anotacion y las relaciones entre diferente lenguajes.

El Ing. Cristian C. Forero, muestra el desarrollo del estudio sobre
Algoritmos Genéticos en la Solucién de Ecuaciones Diofidnticas Lineales
con dos incognitas y como miultiples problemas de diversos campos de la
ciencia pueden solucionarse a través de estas ecuaciones.

Laingeniera Evelyn Garnica, quien trabaja el proyecto Robots. Herramientas
para las aulas de clase, expone la propuesta de aplicaciéon de un producto
que se ha venido desarrollando en la Corporacién Universitaria Republica-
na denominado Plataformas Robéticas Multifuncién, que consiste en ro-
bots programables basados en guias de aprendizaje que son desarrolladas
en las aulas de clase con el fin de dinamizar la formacion en asignaturas
propias del programa de ingenierPia de sistemas de la Universidad; donde
se hace necesario que el aprendizaje de conceptos tedricos en algunas asig-
naturas se vea aplicado sobre entornos reales, para que sea mas comprensi-
ble para los estudiantes.

El docente José Alejandro Franco Calderdn, presenta la sintesis del tra-
bajo adelantado el cual esté relacionado con el Despliegue de una aplica-
cion interactiva bajo el estandar DVB-T y su impacto en la red de
radiodifusion y retorno, en €l se socializa de una manera clara los resulta-
dos de investigacion obtenidos al desarrollar un contenido interactivo para
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television digital terrestre, y bajo la norma DVB-T desarrollado con el
estdndar de programaciéon MHP, este contenido converge con otros siste-
mas como las plataformas web y los dispositivos méviles, adoptando una
metodologia de desarrollo de software tradicional donde se divide el pro-
yecto en andlisis, planeacion, ejecucién implementacién y despliegue.

El profesor Aldo E. Pifieda Geraldo, presenta el resultado de las etapas
del proyecto de investigacion titulado: El tiinel carpiano: Riesgo ergonémico
en trabajadoras de cultivo de flores, muestra la patologia y su asociacion
con agentes de riesgos ergonémicos de la enfermedad y como para contri-
buir a reducir los riesgos e incrementar las acciones y la cultura de la pre-
vencion contra el sindrome del tinel carpiano.

Finalmente los profesores Leonardo Solanilla, Oscar Palacio y Uriel
Hernandez presentan el articulo titulado el Teorema de la Divisién de
Lemniscata, sinla ayuda de la teoria de las funciones elipticas y sin referencia
alguna a la moderna teorfa de los campos, los ingredientes esenciales a la
demostracién son las funciones lemniscatucas de Gauss y algunas nociones
elementales sobre factorizacién en el anillo de los polinomios que tienen
coeficientes racionales. presentan que el procedimiento es muy poderoso y
prueban que la construccion geométrica es posible y las operaciones alge-
braicas que realizan la construccion.

Con esta contribucion de las Facultades de Ingenieria y Ciencias Basicas
como parte dindmica de comunidad académica y cientifica de la Corpora-
cién, esperan seguir consolidando la estrategia de divulgacion de hacer
mas explicitos y visibles los resultados de investigacion.

Héctor Guillermo Sierra
Decano Facultad de Ciencias Bésicas






EL TUNEL CARPIANO:

Riesgo ergonémico en trabajadoras
de cultivo de flores*

ALDO E. PINEDA GERALDO**
Recibido: 4 de junio de 2013 / Aceptado: 30 de julio de 2013

RESUMEN

El presente articulo es el resultado de la segunda etapa del proyecto de investigacién
titulado: factores de riesgo relacionados con el sindrome del tUnel carpiano de
origen ocupacional en trabajadores del sector floricultor de la sabana de Bogoté.
Inicialmente se realizé una revisién de fuentes secundarias sobre esta patologia y su
asociacién con agentes de riesgos ergonémicos. El objetivo fue analizar factores de
riesgo en un grupo de trabajadoras en un cultivo de flores de la sabana de Bogotd.
Asi mismo, se observaron e identificaron los factores ergonémicos para contribuir a
reducir esta enfermedad e incrementar las acciones y la cultura de la prevencion
contra el sindrome del tUnel carpiano. El estudio fue exploratorio-descriptivo trans-
versal. La muestra estuvo compuesta por 10 trabajadoras adultas, todas del género
femenino, seleccionadas por un muestreo aleatorio simple. Para la recopilacion de
los datos, se realizaron observaciones directas, entrevistas y encuestas. Los factores
mds sobresalientes del estudio fueron las posturas inadecuadas, movimientos
repetitivos, el uso excesivo de las manos.

Palabras clave: tunel carpiano, riesgo ergonémico, trabajadoras, cultivo de flores.

ABSTRACT

The following article is the result of the investigation project named: risk factors
related with the carpal tunnel syndrome, on the workers of the floriculture sector in the
Bogota, sabana. The project began with an investigation relating the secondary cau-
ses about this pathology and its association with the ergonomic risks that it could
cause. The main goal was to analyze the risk factors in a group of workers on a
cultivation of flowers located in the sabana, of Bogota. Along the investigation we
observed and identify the ergonomic factors that can reduce this disease and increasethe
prevention culture against the carpal tunnel syndrome. The study was an explorative
cross-sectional study. The Project was based on 10 woman workers, there where no
specific reasons for their selection. In order o collect information, there where made
direct observations, interviews and surveys. The most important factors that where
found relating the causes of the disease where that existed inadequate positions,
repetitive movements and the exclusive use of hands.

Key words: carpal tunnel, ergonomic risk, workers, cultivation of flowers.

Articulo corto del grupo de investigacion OCA: operaciones, calidad y administraciéon. Dependiente del
Centro de Investigaciones y de la Facultad de Ingenierfa Industrial. El proyecto fue financiado por la
Corporacién Universitaria Republicana.

Coordinador de la linea de investigacién ergoantropometria. AntropSlogo fisico de la Escuela Nacional de
Antropologia e Historia de México, D.E Especialista en Ergonomia de la Universidad el Bosque. Docente-
Investigador de la Corporacién Universitaria Republicana. apineda@docente. urepublicana.edu.co
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INTRODUCCION

El sindrome del ttinel carpiano es uno de los principales problemas de sa-
lud de los trabajadores, que estan asociados con factores de riesgo ergonémicos
como son: posturas inadecuadas, movimientos repetitivos, fuerzas, levanta-
miento de cargas, alternancia de frio y calor, vibraciones y por otra parte estan
los factores de riesgo psicosociales. En un estudio del Seguro Social (1998)
reporta que existe una variacién de factores ocupacionales que pueden contri-
buir a su aparicion como pueden ser: mayores demandas de produccion, au-
mento de lineas de ensamble, el establecimiento de cuotas de produccion, los
programas de incentivos que llevan a un aumento de velocidad, repeticion y
posturas inadecuadas, mayor demanda de mujeres en la fuerza laboral (mano
de obra) y asi como el incremento de las actividades con equipos de computo
(Instituto de Seguro Social, 1998).

En los tltimos afios se ha incrementado esta enfermedad en Colombia. En
un documento de la Corporacién Cactus, que realizé un estudio sobre traba-
jadoras de cultivo de flores, se menciona que los sistemas de produccion
como el “trabajo de linea», multiplica la exposicion a los factores de riesgo
(Zamudio, 2006. p. 2). En cuanto a la distribuciéon de enfermedades profesio-
nales segtn actividad econdmica, estudios sobre esta enfermedad demues-
tran que las actividades econdmicas mas afectadas por esta patologia fueron:
la floricultura con el 32,6%. En efecto, la Entidad Promotora de Salud
Coomeva, reporta que en 23.000 trabajadoras(es) de este sector, -durante los
afos 2001 y 2005- se calificaron un total de 661 sindromes del ttinel carpiano,
siendo calificadas como enfermedad laboral por las Administradoras de Ries-
gos Profesionales.

El 76% correspondieron a mujeres, lo cual representa la poblacién laboral
de cultivo de flores (Ospino, 2005). La industrializacién y la creacion de nue-
vos empleos, que son cada vez mas repetitivos en las lineas de trabajo, podria
influir en los resultados, sin embargo debemos tener en cuenta que las Empre-
sas Promotoras de Salud, son las mas beneficiadas de manera directa en el
diagndstico temprano y por otra parte, la calificaciéon de enfermedades profe-
sionales de origen ocupacional, ya que estas pasarian a ser cubiertas por las
ARP (Administradoras de Riesgos laborales). Asi mismo el reporte de las pri-
meras serd influenciado en la identificacién de la enfermedad y los posibles
factores de riesgo y sus causas.

Tomando en consideracion la problemaética planteada, esta investigacion
pretendi6é abordar la siguiente pregunta: ;Por qué se estd incrementando el
sindrome del tnel carpiano de origen ocupacional en el sector laboral colom-
biano, especificamente el sector floricultor?, ; Cuales son los factores de riesgo

Rev. Ingenieria, Matemdticas y Ciencias de la Informacién
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que estan ocasionando el incremento de esta patologia?, ;Por qué no se
implementan medidas correctivas y preventivas de riesgos profesionales para
controlar y disminuir esta patologia en las trabajadoras colombianas? El obje-
tivo de este estudio identifica algunos factores de riesgo ergonémico que inci-
den en un grupo de trabajadoras de la sabana de Bogota. Y por otra parte,
observar e identificar los factores de riesgo ergonémico de las trabajadoras en
cada puesto de trabajo y contribuir a proteger la salud de las trabajadoras,
reduciendo la exposicién a riesgos ergonémicos e incrementando las acciones
y la cultura de la prevencién contra el sindrome del ttnel carpiano.

SINDROME DEL TUNEL CARPIANO

El sindrome del ttnel carpiano se origina por la compresién del nervio
mediano en el tinel carpiano de la mufieca, por el que pasa el nervio mediano,
los tendones flexores de los dedos y los vasos sanguineos. Si se inflama la
vaina del tend6n se reduce la abertura del ttinel presionando el nervio media-
no (Cilveti & Idoate, 2000). Por otra parte, su presentacion es facilitada por las
caracteristicas anatomicas del tinel carpiano, donde el mediano puede ser afec-
tado por cualquier condicién que aumente de volumen las estructuras dentro
del tanel o se estreche el tamafio de la envoltura exterior (Instituto del Seguro
Social, 1998). Una definicién relacionada de origen ocupacional segtn el Insti-
tuto de Biomecanica de Valencia, dice: comprension del nervio mediano en la
mufieca, a su paso por un estrecho canal 6seo, debida a trabajos repetitivos
que exigen fuerza en una postura incomoda o por utilizacién de herramientas
vibratiles (Instituto de Biomecénica de Valencia, 1996).

Por otro lado, Gossel (2001) sehala que el tanel carpiano se manifiesta por
distintas condiciones, por ejemplo: lesiones por movimientos y esfuerzos
repetitivos, patologias por traumas acumuladas, sindrome de uso exagera-
do, sindromes de dolor crénico de las extremidades superiores o patologias
por comprension del nervio (Gossel, 2001). A pesar de los vacios en el cono-
cimiento de los mecanismos precisos que inducen las lesiones del nervio del
tanel carpiano, existe un consenso general que su origen es multifactorial,
siendo la resultante de una interaccion de diversos factores: anatémicos, fi-
siologicos, mecdnicos, individuales y psicosociales (Instituto de Biomecéanica
de Valencia, 1996). Al respecto Ramirez, Escobar y De Subiria (2008) nos
describen lo siguiente:

Las caracteristicas que posee el sindrome del ttinel carpiano, al igual que los
otros desérdenes musculo-esqueléticos, de tener una etiologia multifactorial
hace dificil atribuir su presentacién a factores exclusivamente laborales,
causalidad que en Colombia es condicién legal para poder definir derechos

Rev. Ingenieria, Matemdticas y Ciencias de la Informacién
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prestacionales en el esquema vigente de seguridad social. Por ello, a través de
estudios contratados por el Ministerio de la Proteccion Social, se ha buscado
definir una ponderacién entre los diferentes factores causales concurrentes
con el objetivo de verificar si hay un mayor peso de los elementos extralaborales
o laborales en la génesis de la enfermedad para la edad y el tiempo de exposi-
cién al factor de riesgo del individuo afectado (p. 19). En los estudios de lesiones
musculo-esqueléticas relacionados con el trabajo se reconoce que los mecanis-
mos de aparicion son: a) la interaccion multivariante que se refieren a factores
genéticos, artritis, diabetes, morfol6gicos, biomecédnicos, uso continuo de la
mufieca en flexion y los factores psicosociales; b) la teoria diferencial de la
fatiga (desequilibrio cinético y cinematico); c) la cumulativa de la carga (repe-
ticion); y d) el exceso de fuerza (Vernaza & Sierra, 2005).

En un estudio de la Universidad Nacional de Colombia (2009) encontra-
ron que existen multiples hip6tesis que explican esta patologia. La primera es
una compresiéon mecanica del nervio mediano por causas del sobre uso,
hiperextension repetitiva o prolongada de la articulacién de la mufieca y por
otra parte, el uso prolongado de herramientas manuales. En la segunda, se
menciona la vibracién debida a la sobreexposicion a las vibraciones produci-
das por herramientas. Estos factores mencionados de alguna forma tienen
alguna incidencia sobre las causas de esta patologia (Garcia, Gonzélez &
Gomez, 2009).

Esta enfermedad esta ocasionando cada vez mas la incapacidad laboral y
estd asociada a altos costos por atencion médica, cirugias e indemnizacién por
incapacidad (Idrovo, 2003). Inclusive, puede llegar a ser incapacitante tanto
que el individuo tiene que dejar de trabajar y realizar otras tareas productivas
(Parra, Parra, &Tisiotti, 2007).

Y como Parra, et al. (2007):

«En casos extremos, el sindrome del ttinel obliga a las personas a tener una
intervencion quirtargica y a perder muchos dias de trabajo o les impide traba-
jar del todo debido a que el funcionamiento de sus manos se deteriora por
completo» (p.12). En si el interés ocupacional radica en que es un problema
potencialmente incapacitante y de un alto costo para diferentes sectores de la
industria colombiana.

Silverstein, considera que los movimientos son repetidos por lo menos 30
ciclos por minuto por mas del 50% del trabajo. La labor repetitiva se entiende
cuando se trata del mismo movimiento involucrando las mismas articulaciones
y grupos musculares (musculos de la mano). Y por otra, la falta de periodos
adecuados de pausas y recuperacion entre cada ciclo (como sucede en los
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teclados de los computadores). Esta patologia se ha caracterizado como una
condicién resultante de la inflamacion causada por el movimiento repetitivo
del antebrazo, la mufieca y la mano por un tiempo prolongado. Se deduce que
cuando los trabajadores usan sus dedos y flexionan sus mufiecas repetitivamente,
se pueden inflamar los tendones dentro del ttinel carpiano. En cuanto a las
posturas inadecuadas de los movimientos de la mufeca, la flexoextensiéon ma-
yor de 20° la desviacién radial mayor de 15° o ulnar mayor de 20° causan el
desplazamiento de los tendones y su friccion contra superficies adyacentes. Se
tienen antecedentes que estos movimientos incrementan la presion en el ttnel
carpiano, llegando a producir cambios neurofisiol6gicos y sintomas de la mano
(Instituto de Seguros Sociales, 1998). Otro autor, Gossel (2001) sefiala que al
aumentar la fuerza para el agarre pueden aumentar las presiones al tanel
carpiano, empeorar la funcién del nervio mediano y acelerar el sindrome del
tanel carpiano. El mismo autor, considera que las mujeres tienen un riesgo
significativamente més alto de padecer esta patologia que los hombres. Se des-
conoce el factor para este alto riesgo. Por ejemplo, el esfuerzo intenso en las
manos de las jornadas domésticas, la mecanografia y otros trabajos pueden
contribuir a su alta incidencia y por consiguiente la lesion se puede atribuir a
causas laborales. Algunos estudios hacen referencia de la relacion que existe
entre el trabajo repetitivo solo o combinacioén de factores de riesgo y el sindro-
me del ttnel carpiano. Hay otra evidencia que nos dicen que hay una asocia-
cion entre el STC y posturas extremas. Y asi mismo, la evidencia del trabajo
con la mufieca y la vibracion (Rodriguez, 1997).

FACTORES DE RIESGO ERGONOMICO

Los factores de riesgos identificados que prevalecen para el tanel carpiano
son multifactoriales y se puede dividir en: 1. Anatémicos por disminucién del
tamafio del tanel, 2. Por anormalidades 6seas ligamentarias del carpo, inclu-
yendo entidades inflamatorias, 3. Fisiol6gicos (neuropatias, diabetes tipo I,
alcoholismo, cigarrillo, alteraciones del balance de liquidos; embarazo, obesi-
dad y enfermedad de Raynaud (Ministerio de la Proteccién Social, 2007). Posi-
blemente, los identificados son aquellos que estan relacionados con el trabajo
y los movimientos repetitivos de la mano (dedos) (Saaibi, 1998). Sin embargo,
también concurren otros factores como el género, ya que las mujeres tienen un
riesgo mas alto de padecer el sindrome que los hombres. Posiblemente porque
el carpo es mas pequefio en las mujeres. Estos contribuyen en la génesis del
sindrome incluyen problemas mecanicos en la mufieca, estrés laboral y el uso
repetido de herramientas. Esto es resultado de una combinacién de factores
que aumentan la presion sobre el nervio en el lugar de ser un problema del
nervio (Jordan, Pachon & Reguera, 2005). Roel, Arizo, & Ronda, 2006, mencio-
nan que las principales causas de esta enfermedad de origen laboral son por el
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uso de herramientas inadecuadas, técnicas de trabajo deficientes y tareas ma-
nuales repetitivas con aplicacion de fuerza.

Se han referido a factores ergonémicos que podrian causar esta enferme-
dad y afectar a los trabajadores, que a continuacion los mencionaremos: exis-
ten actividades en que los trabajadores disponen diferentes posturas, que de
ser inadecuadas pueden inducirle a un estrés biomecanico (aumento de la
presion en el tnel carpiano, isquemia y finalmente cambios histolégicos en
el nervio y en sus tejidos blandos (Mapfre, 2001). La clasificacion de las pos-
turas se divide en el siguiente orden: 1. Postura prolongada, cuando se adopta
la misma postura por el 75% o mas de la jornada laboral (seis horas o mas). 2.
La postura mantenida, es aquella postura biomecanicamente correcta por dos
o mas horas continuas sin posibilidad de cambios. Si la postura es
biomecanicamente incorrecta, se considerard cuando se mantiene por 20 mi-
nutos o mas. 3. La forzada, cuando estan fuera de los angulos de confort; y 4.
Las posturas antigravitacionales, cuando el cuerpo o un segmento estan en
contra de la gravedad (Ministerio de la Proteccién Social, 2007). En la postu-
ra concurren movimientos de la mufieca que pueden causar desplazamientos
de los tendones y friccion contra superficies adyacentes, estos pueden ser
flexo extensiéon mayor de 20° o desviaciéon radial mayor de 15°. Se conocen
algunos antecedentes de que este mecanismo biomecénico, incrementa la pre-
sion del tanel carpiano que lleva a cambios neurofisiol6gicos y sintomas de
la mano (Ardila, 2005).

Otro de los factores de riesgo ergonémico es la carga fisica a los que esta
sometido el trabajador, durante la jornada laboral; esta se basa en dos tipos de
trabajo muscular, que son: el estatico y el dindmico. La estatica se manifiesta
por las posturas, y la dinamica esta determinada por el esfuerzo muscular, los
desplazamientos y el manejo de cargas (Fundacién Mapfre, 1998. En: Ministe-
rio de Proteccién Social, 2007). El factor de riesgo por requerimiento de fuer-
za, es aquella tensiéon producida en los musculos por el esfuerzo requerido
para el desempefio de una tarea. Y se pueden clasificar como riesgo cuando se
superan las capacidades del trabajador a. Cuando se da un esfuerzo en carga
estatica, cuando se realiza el esfuerzo en forma repetida y cuando los tiempos
de descanso son insuficientes (Ministerio de la Proteccion Social, 2007). La
fuerza se genera en los musculos y es trasmitida por los tendones, huesos y
ligamentos, ya que la mayoria de las actividades requieren de la ejecucion de
fuerzas para trasladar, impulsar o estabilizar los dedos y la mufieca contra la
gravedad, la inercia, los pesos y la fuerza de reacciéon (Ardila, 2005).

Aqui mencionaremos aquellos factores especificos asociados con el trabajo
y los movimientos repetitivos de la mano, la mufieca y otros. Los movimientos
repetidos que incluyan flexién, extension y desviacion cubital de la mufieca
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particularmente cuando se combinan con la accion de agarrar alguna herra-
mienta. Otros autores como Palmer, concluyen que la utilizacién persistente y
prolongada de herramientas manuales vibrantes duplican con exceso el riesgo
de contraer esta patologia. Y como lo refieren otros estudiosos; existen evi-
dencias que hacen notorio los riesgos similares los vinculados a la flexiéon y
extension de la mufieca durante largos periodos y en régimen altamente repe-
titivo, sobre todo cuando dicho movimiento va acompafiado de una fuerza
prensil (Organizacion Internacional del Trabajo, 2009). Estas afecciones trau-
maticas acumulativas afectan a menudo a individuos en ocupaciones especifi-
cas como se menciona mas adelante (Szabo, 1995).

Los movimientos repetitivos durante largos periodos pueden provocar al-
teraciones en el aparato locomotor (componente muscular). El trabajo repetiti-
vo es cuando se mueven una y otra vez las mismas partes del cuerpo humano,
sin tener pausas durante un tiempo o de variar los movimientos. Se determina
por la frecuencia (ntimero de veces), el grado de esfuerzo, rapidez y veloci-
dad, posicion y movimientos reforzados y periodos de descanso insuficiente
de la actividad laboral realizada (Organizacién Mundial de la Salud, 2004).

A su vez, se considera que un trabajo repetitivo es cuando la duracién del
ciclo de trabajo fundamental es menor de 30 segundos o cuando se dedica mas
del 50% del ciclo a la ejecuciéon del mismo tipo de accion (Silverstein, 1986. En:
MAPERE, 2001). Ahora, existen otros criterios de trabajo repetitivo que son:
cuando se realizan dos piezas por minuto, 120 a la hora 6 980 piezas por dia.
Cuando se realizan entre 7.600 y 12.000 movimientos que requieran fuerza al
dia. Cuando se producen 1.500 movimientos de la mufieca en una hora. El
trabajo repetitivo se realiza normalmente con las partes distales de las extremi-
dades superiores (mufieca, mano y dedos), mientras que en el hombro
estabilizan el brazo, realizando un trabajo mas estético. Segiin este documento
de MAPEFRE, parece que los trabajos repetitivos (ciclo menor de 30 segundos)
y una fuerza alta asociada (> de 4 kilogramos), presentan tasas de incidencia
de lesiones musculo-esqueléticas 15 veces superiores a las que se presentan
asociadas a trabajos con repetitividad y fuerzas bajas (Bascuas, 2001).

En un estudio de Piedrahita (2004) en el cual menciona las evidencias de la
relacion causal entre factores de riesgo fisicos en el trabajo y el desarrollo de
desérdenes musculo-esqueléticos en las extremidades superiores mano/mu-
fieca (sindrome del ttnel carpiano), encuentra que la repeticién y la vibracion
tienen una evidencia de relacién con los factores de trabajo y seguidamente la
combinacion de estas, encuentra una fuerte evidencia (Piedrahita, 2004). Y como
lo menciona Evanoff y Rempel (1999) las caracteristicas de las tareas que han
estado asociadas con elevadas tasas de desérdenes y sintomas en extremida-
des superiores, incluyendo el STC. Estas son la repeticion, fuerza, posturas
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extremas, vibracion, contacto mecéanico, duracién y organizacion del trabajo
(Evanoff & Rempel, 1999).

METODOLOGIA

De acuerdo a la taxonomia institucional, el tipo de estudio fue exploratorio-
descriptivo de corte transversal, en tanto que pretendi6é observar e identificar
los factores de riesgo ergonémico en un grupo de trabajadoras. La muestra
estuvo compuesta por 10 trabajadoras, seleccionadas por medio de muestreo
aleatorio simple. Todas fueron del género femenino, con un promedio de edad
de 42,6 afios. Para el estudio y recoleccién de los datos se realizaron observa-
ciones directas, aplicacion de encuestas-entrevistas y toma de fotografias
digitalizadas.

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

El anélisis se realizé a través de una clasificaciéon y descripcién de los
datos recolectado durante el trabajo de campo. Las trabajadoras son adultas
con un promedio de edad de 42,6 afios. Casi el 80% utiliza tijeras para el
corte de flores, siendo la principal herramienta de trabajo. Todas son origi-
narias de la region de Tabio Cundinamarca, que tradicionalmente desde los
setenta, se ha caracterizado por su actividad econémica en el sector floricul-
tor. Respecto a la actividad laboral se observé que el 85% lo realizan manual-
mente con las manos.

Dentro del anélisis e identificacién de los factores de riesgo relacionados
con esta patologia los més frecuentes fueron: posturas inadecuadas al realizar
actividades en la siembra (postura en cuclillas). En los movimientos repetitivos
como son corte de flores, siembra con el dedo, esqueje, banco de cosecha,
pelada de las hojas y fuerza de la mufieca, la mayor demanda se hace en el
corte de flores en posicion de pie. Las dolencias mas frecuentes en orden de
aparicion fueron: cintura, mano y pantorrilla. Por otra parte estdn, las ocupa-
ciones que requieren aplicacion que alternan continuamente aumento y dismi-
nucién de fuerzas de las manos y asi mismo, las actividades extralaborales
como son: lavar, planchar, restregar, barrer, trapear y cocinar. El tiempo de
exposicién con un promedio de 12 afios de antigiiedad en el puesto, la ocupa-
cion, el uso excesivo de las manos, todos estos factores ergonémicos en el
puesto de trabajo se presentan como una enfermedad multifactorial.

Por otro lado, una de las acciones efectivas serd la de proteger a las traba-
jadoras de los factores de riesgo ergondmico y establecer en las empresas de
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cultivos de flores una cultura de promocion de la salud con programas de
actividades preventivas y disefiar proyectos especificos para el control de
riesgos ergonomicos, tal como esta estipulado en la resolucién namero 2646
de 2008 (julio 17). Y asi, permita mejorar las condiciones de trabajo y salud,
como la productividad de las empresas. Igualmente, se debe tener un control
de las cargas fisicas de los miembros superiores, de las posturas y movimien-
tos repetitivos a través de rotaciones y capacitacién de los trabajadores. A su
vez, intervenir a través de métodos ergondmicos y disefiar puestos de traba-
jos con criterios ergondémicos para reducir esta patologia y restringir los gas-
tos que estd ocasionando esta patologia en el sector laboral colombiano.
Finalmente, no existe a la fecha tecnologia que sustituya las tijeras y el tipo
de tareas realizadas, ya que este exige un alto grado de calidad, que lo da la
experiencia y objetividad en el corte. Por otro lado, buscar alternativas para
la mecanizacién y automatizacion de las tijeras. Finalmente, recomendamos
hacer prevencion primaria e intervenir en la modificacién de los disefios de
puestos de trabajo con criterios ergondmicos, correccion de posturas y la
planificacion de las pausas para reducir este problema que se esta
incrementando anualmente.
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RESUMEN

Este articulo busca presentar el desarrollo de un programa informdtico basado en un
algoritmo genético para solucionar ecuaciones diofdnticas lineales con dos incégnitas.

Multiples problemas de diversos campos de la ciencia pueden solucionarse a través
de estas ecuaciones.

Palabras clave: algoritmo genético, ecuacién diofantica.

ABSTRACT

This article wants to present the deployment of an computer program based on a
genetic algorithm to solve linear Diophantine equations with two unknowns. Many
troubles in different science areas can be solved through these equations.

Keywords: genetic algorithm, diophantine equation.

1. INTRODUCCION

El problema enfrentado en esta contribucién busca desarrollar un algorit-
mo genético que permita solucionar ecuaciones diofénticas lineales con dos
incégnitas, para tal fin se desarrollara un aplicativo de software en el lenguaje
de programacién PHP, dicho algoritmo se convertira en una atil herramienta
para la solucion de multiples problemas en diversas areas del conocimiento
como la fisica, la quimica, entre otras.

Se desarroll6 un algoritmo en php cuya funcion de costo de ejemplo que fue:

30x + 12y = 1200
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Se escogi6 una poblacién inicial de 10 parejas (x,y) de nimeros enteros que
se generan aleatoriamente; de esta poblacion, se seleccionan los 5 mejores y
estos se reproducen para generar 5 descendientes, para completar la poblacién
se agregan 5 parejas de niimeros aleatorios adicionales y se repite el proceso.

2. LAS ECUACIONES DIOFANTICAS LINEALES

Una ecuacién es enunciado que establece que dos expresiones algebraicas
son iguales algunas veces contiene valores desconocidos llamados incégnitas,
una ecuacion es diofantica cuando solo admite soluciones que pertenecen al
conjunto de los nameros enteros y es lineal cuando involucra constantes y
variables cuya potencia méxima es 1.

3. EL PROBLEMA QUE INSPIRO ESTE DESARROLLO

[1] Un hombre va a una tienda de ropa y compra 12 trajes, unos negros y
otros grises, por 1200 ¢. Si los trajes negros valen 30 ® mas que los grises y ha
comprado el minimo posible de estos altimos, ;cuantos trajes ha comprado de
cada color?

Trajes negros: x

Trajes grises: 12 - x

Precio de un traje gris: y

Precio de un traje Negro: y + 30

La ecuacion queda: x(y+30) + (12-x)y =1200
Reduciendo términos semejantes: 30x+12y=1200
4. ALGORITMOS GENETICOS

Un algoritmo es un conjunto ordenado y finito de operaciones que permite
ejecutar un procedimiento o resolver un problema, un algoritmo es genético
cuando utiliza principios de la genética y la seleccién natural.

Los algoritmos genéticos ganaron popularidad a finales de la década de los
90’s, debido en gran medida a las nuevas tecnologias en hardware y la reducciéon

de costo de las computadoras que permite generar desarrollos de bajo costo®.

Los Algoritmos Genéticos trabajan sobre estructuras de cadena que son
una representacion de una posible solucién al problema denominados

Rev. Ingenieria, Matemadticas y Ciencias de la Informacion
Vol. 1/ Nim. 1/ 2014; pag. 25-32



ALGORITMOS GENETICOS EN LA SOLUCION DE ECUACIONES DIOFANTICAS LINEALES 27
CRISTIAN C. FORERO

cromosomas, estos cromosomas evolucionan a través del tiempo de acuerdo a
reglas de supervivencia que privilegian a los que presenten mejor desempefio
frente a una funcién de costo ddndoles una mayor probabilidad de a partir de
ellos se cree la siguiente generacion; adicionalmente pueden agregarse nuevos
cromosomas generados aleatoriamente o a partir de una mutacién.

En algunos casos para que un elemento de la poblacién pueda pasar a tra-
vés de la funcién de aptitud debe ser codificado, este proceso de codificaciéon
es clave para permitir que el algoritmo converja de manera mas eficiente hacia
la solucién del problema planteado, en principio la codificacion puede reali-
zarse con cualquier alfabeto finito, sin embargo, no todas las codificaciones
resultan ser computacionalmente eficientes, es deber del programador depen-
diendo de la plataforma de software o hardware que elija escoger que codifi-
cacion resulte mas conveniente.

Luego de haber decidido que codificacién usar una serie inicial de cadenas
(poblacién) es creada aleatoriamente. entonces una serie de operadores se aplica
ala poblacion para crear nuevas generaciones que se espera tengan mejor des-
empeno; una funcién de aptitud sirve para medir la calidad de cada cromosoma
de la poblacién.

La funcioén objetivo es usada para dar una medida de como los individuos
se desempefian en el dominio del problema. En el caso de un problema de
minimizacién, los individuos més aptos tendran el menor valor numérico aso-
ciado a la funcién objetivo®.

30X + 12y = 1200

Figura 1. Funcién objetivo.
La funcion de aptitud transforma la funcién objetivo en un valor no negativo.

5 67 954 246

4

d=]1200 - (30x + 12)|
Figura 2. Funcién de aptitud.
4.1. Operadores en Algoritmos Genéticos

Aunque no existe en la comunidad alrededor de la computacion evolutiva
una definicién rigurosa de que es un algoritmo genético, se acepta que debe
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tener una etapa en la que se genera la poblacién inicial de manera aleatoria,
una etapa de seleccion, una de cruce y una etapa de mutacion?.

4.1.1 Seleccioén

Este operador se encarga de escoger cuales de los cromosomas de la po-
blacién se reproducirdn de acuerdo a su desempefio frente a la funcién de
aptitud.

4.1.2. Cruce

Este operador toma los cromosomas padre y a partir de la informacién que
contienen crea los cromosomas hijo utilizando diferentes técnicas.

4.1.3. Mutacion

Este operador cambia alguno de los cromosomas de la poblacién y lo modi-
fica parcialmente por ejemplo la cadena 01001 puede ser mutada como 00001
cambiando la segunda posicién de 1 a 0.
4.1.4. Copia

Es una reproduccion de tipo asexual. Un ntimero determinado de indivi-
duos pasa sin ninguna variacion a la siguiente generacion®.

5. ALGORITMO DISENADO

El algoritmo cuenta con el siguiente diagrama de flujo (ver figura 3).
5.1. La funcion de costo

El primer paso en el desarrollo del algoritmo consiste en definir la funcién
de costo, para nuestro caso en particular la funcién que evalda la aptitud es la
ecuacion de dos variables que buscamos resolver se reemplazan los valores de
xy de y en la ecuacién y la aptitud sera la distancia al resultado.
5.2. Las restricciones

Con el fin de permitir que el algoritmo converja hacia la solucién de una

manera mas rapida se restringe el valor de la variable x para que no sea
mayor que doce, el valor de y para que no sea mayor que cien; los valores en
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Definir funcién
de costo.

Seleccionar

parametros

Generar la
poblacién inicial

Decodificar
I a cromosomas

Encontrar el costo
de cada
cromosoma

: 2

! Seleccionar
parejas

. 4

Reproduccion

\ 4

Mutacion

. 4

Verificar
convergencia

. 2

—

Fin

Figura 3. Diagrama de Flujo?
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si mismos deben ser enteros y se ajusta el algoritmo para que busque la mini-
ma solucién posible debido a que la ecuacién en si misma tiene mualtiples
soluciones.

5.3. La codificacion

Para el presente algoritmo no se utiliz6 codificacion binaria ni de ningtan
tipo debido a que los valores de las parejas enteras (x,y) aleatoriamente gene-
radas pertenecientes a la poblaciéon pueden evaluarse directamente en la fun-
cion de aptitud

5.4. Seleccion

El algoritmo escoge de cada poblaciéon de 10 elementos los 5 mejores y
estos los cruza para generar 5 descendientes para completar los 10 elementos
de la segunda generacion se agregan 5 parejas aleatorias.

5.5. Cruce

Debido a que el algoritmo evalta cantidades enteras que no han pasado
por ningtn proceso de codificacién se utilizé como método de cruce el prome-
dio de las dos cantidades enteras, como este promedio no siempre correspon-
de a una cantidad entera, si el resultado era decimal, se redondeaba a la cantidad
entera mas cercana.

5.6. Mutacion

En el presente algoritmo no se utiliz6 la mutacién para los elementos de la
poblacion.

6. RESULTADOS

En el presente ejemplo se tomaron cuatro generaciones y se evidencia
como el promedio de las mismas tiende hacia cero que es el valor objetivo
(ver figura 4).

En la cuarta generacion el promedio de los 10 elementos de la poblacion
corresponde al valor de 121.2 (ver tabla 1).

De la anterior imagen vale la pena resaltar los dos elementos resaltados
debido a que corresponden a un clon uno del otro por ende al pasar a través
de la funcién de aptitud se obtiene para ambos el mismo resultado.
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Figura 4. Evolucién del Promedio en las primeras cuatro generaciones.

Tabla 1. Parejas con su respectivo valor de aptitud.

X Y Posicién Distancia
4 89 0 12
4 86 5 48
4 84 1 72
4 80 2 120
4 78 6 144
4 78 8 144
4 77 7 156
8 66 4 168
4 76 3 168
4 75 9 180
121,2

Como solucién luego de 14 generaciones se obtuvo que el hombre compré
2 trajes grises y 10 trajes negros cada traje gris costo 75¢ y cada traje negro
costo 105e.
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7. CONCLUSION

Los algoritmos genéticos se constituyen en una valiosa herramienta para
solucionar ecuaciones con multiples variables y especificamente ecuaciones
diofénticas, en este documento se presenté una metodologia y sus resultados
experimentales.
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RESUMEN

El presente articulo expone la propuesta de aplicacién de un producto que se ha
venido desarrollando en la Corporacién Universitaria Republicana denominado Pla-
taformas Robdticas Multifuncién, que consiste en robots programables basados en
guias de aprendizaje que son desarrolladas en las aulas de clase con el fin de dinamizar
la formacién en asignaturas propias del programa de ingenierfa de sistemas de la
Universidad; donde se hace necesario que el aprendizaje de conceptos tedricos en
algunas asignaturas se vea aplicado sobre entornos reales, para que sea mds com-
prensible para los estudiantes.

Palabras clave: Robots, aprendizaje, guias, metodologia.

ABSTRACT

This paper describes the proposed implementation of a product that has been
developed at Corporacién Universitaria Republicana, called Wedges Multifunction
Robotic, consisting of programmable robots based tutorials that are developed in the
classroom in order to boost the training in subjects own systems engineering program
atthe University, where it is necessary for the learning of theoretical concepts in some
subjects look applied on real environments, to make it more understandable for
students.

Keywords: Robofts, learning, guides, methodology.

INTRODUCCION

Al observar que la robética esta impactando positivamente en muchos cam-
pos se puede aprovechar la gran cantidad de beneficios y versatilidad que
puede ofrecer a las actividades que realiza el hombre, en este caso los docen-
tes, quienes ejercen actividades que se pueden acompafnar con nuevas y
adaptables herramientas de ensefianza.

Laidea de utilizar robots surge de la necesidad de dinamizar los ambientes
de clase y adoptar metodologias activas de aprendizaje; al introducir un nuevo
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instrumento en el aula para los estudiantes se presentan ventajas y beneficios
para llevar a cabo con éxito cada una de las actividades de las asignaturas
asociadas.

La importancia de este estudio, radica en la tendencia actual del mejo-
ramiento continuo de procesos a través de elementos tecnoldgicos, ya
que hoy en dia los temas de automatizacion y robética son escenarios de
mejora en la calidad de vida del hombre y sus tareas, de optimizaciéon de
procesos y de acelerar cada vez mas la forma de hacer las cosas; en ese
sentido se identifican dreas de accién donde la robética puede mejorar los
procesos de formacion.

METODOLOGIAS EDUCATIVAS

Las metodologias educativas suelen girar alrededor de las teorias del
aprendizaje (basadas en la psicopedagogia) como son el conductismo,
cognitivismo, constructivismo y el conectivismo. Cada paradigma tiene sus
procesos, actividades y métodos de actuacion (Fidalgo, 2011) que constitu-
yen recursos necesarios de la ensefianza; son las guias de realizacion ordena-
da, metoddica y adecuada de la misma.

Los métodos y técnicas tienen por objeto hacer mas eficiente la direcciéon
del aprendizaje. Gracias a ellos, pueden ser elaborados los conocimientos, ad-
quiridas las habilidades e incorporados los ideales y actitudes que se pretende
proporcionar a los estudiantes (2009, 12).

El uso de robots como instrumento de apoyo a la formacién de los estu-
diantes incide en la generacién de nuevos métodos y técnicas dentro de las
metodologias tradicionales empleadas. La estrategia didactica necesaria para
transformar los procesos tradicionales de ensehanza, consiste en abordar
un conjunto de procedimientos, apoyados en técnicas de ensefianza a tra-
vés de elementos complementarios, que tienen por objeto llevar a buen
término la accion didactica, es decir, alcanzar los objetivos de aprendizaje.
(Abeli, 1995).

DESCRIPCION DEL PROBLEMA IDENTIFICADO

Se ha identificado un comin denominador en los estudiantes universita-
rios del pais y es la pérdida de interés por algunas asignaturas de los progra-
mas que estudian, una de las causas del bajo rendimiento académico y la
desercion. Esto se debe a que no se ve aplicada la teoria en aspectos practi-
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cos reales que motiven al estudiante a seguir explorando y experimentando
sobre las practicas de las materias y se limitan a memorizar teoria y a realizar
précticas algunas veces obsoletas lo que genera falta de interés y falta de mo-
tivacion dentro y fuera del aula.

Por esta razén se hace necesario emplear estrategias activas en los proce-
sos de formaciéon mediante el uso de sistemas robdticos animatronicos en las
aulas de clase con el fin de ofrecerle a los docentes nuevas iniciativas de
enseflanza-aprendizaje y que las apropien en su que hacer para conseguir
dinamizar las actividades de aprendizaje con el uso de herramientas fisicas
que interacttien con el estudiante, demostrandole la aplicacion de teorias, de
expresiones matematicas, de comportamientos fisicos, entre otros elementos
relevantes en el proceso.

JusTIFICACION

Desde el aspecto pedagogico, la robética se puede convertir en una parte
central de las metodologias de estudio por las innumerables ventajas que se
obtiene en su utilizacién llevando al aula situaciones que de otro modo serian
tradicionales y poco aplicadas (Odorico, 2004, p. 1) .

Si se observa los avances que esta teniendo lugar la tecnologia en general
en la sociedad, aplicada en distintas profesiones, los docentes no pueden ser
simplemente observadores ante este avance, es claro que las nuevas tecnolo-
gias estan involucrdndose cada vez mas, transformando la ensefianza tradicio-
nal, y que los docentes han de dar ese paso de forma clara y decidida, como
Odorico, Lage y Cataldi (2007) consideran, que «aportando ese cambio de
metodologia, la transmision de informacién va a tener infinitas vias, dejando
atras la época de la tiza y tablero y los libros de texto como soporte casi tinico
para la ensefianza-aprendizaje».

La transferencia de conocimiento de cualquier drea esta mediatizado por
diferentes medios (teorias, mapas, matematicas, etc.) y debido a sus caracte-
risticas cada medio ofrece una representacion, es asi como la robética puede
convertirse en un posible medio para aplicar el conocimiento sobre entornos
reales y funcionales.

La funcionalidad de herramientas tecnolégicas educativas, vendra deter-
minada por las caracteristicas y el uso que se haga del mismo, de su adecua-
cion al contexto y la organizacién de las actividades de ensefianza. Desde el
punto de vista del estudiante las herramientas tecnolégicas se convierte en un
medio de aprendizaje.
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Odorico, Lage y Cataldi (2007), distinguen dos tipos de aprendizaje cuando
se utiliza la computadora como instrumento: aprender de la computadora y
aprender con la computadora. Se aprende de la computadora en aquellas situa-
ciones en las que el material informético es cerrado, tiene un disefio fijo y persi-
gue unos objetivos didacticos precisos. Se aprende con la computadora en
situaciones abiertas en las que el objetivo didactico no esta contenido en el «soft-
ware». En ese sentido se podria afirmar que sucede los mismo con las robots
como instrumento de aprendizaje: aprender del robot y aprender con el robot,
aprovechando las dos situaciones que se pueden presentar; abiertas y cerradas.

ANTECEDENTES

Laidea de introducir herramientas tecnolédgicas al aula se presenta desde el
ano 1975, en la Universidad Du Maine, en Le Mans, Francia, donde usaron
sistemas para el aprendizaje de la robética 1 (Nonnonet Laurencenlle, 1984,
citado por Salamanca, 2010), por otro lado en 1989, la Universidad Auténoma
Metropolitana y la Universidad Nacional Auténoma de México trabajaron en
la implementacion de un robot educativo para el aprendizaje de conceptos
informaticos basicos (Ruiz, 1987, citado por Salamanca 2010); En Espafia,
desde el 2008 compublot se ha dedicado ha implementar aulas de robética y
cursos asociados al aprendizaje de los sistemas orientado a nifios de forma-
cion primaria (2008, citado por Salamanca, 2010).

La nueva Ley del Ministerio de Tecnologias de la Informacion y las Comu-
nicaciones de Colombia cre6 un marco normativo para el desarrollo del sector
y promover: el acceso y uso de las TIC a través de la masificacién, el impulso a
la libre competencia y el uso eficiente de la infraestructura, en ese sentido en el
pais algunas instituciones fortalecen las competencias de los estudiantes de la
media academia con herramientas tecnolégicas, en colegios distritales como
por ejemplo el colegio los periodistas ubicado en la localidad de Kennedy, que
incorporaron hace més de cuatro afios kits de robética educativa Lego prove-
nientes de Dinamarca reconocidos principalmente por sus bloques de plastico
interconectables. En TecnoParque Colombia SENA sensibilizan y orientan pro-
yectos de base tecnolégica haciendo uso de kits de Fischer Technik, son plata-
formas robéticas alemanas modulares, similares al Lego pero con funciones
superiores de programacion y electrénica. Universidades como La Salle, Tadeo
Lozano, Distrital, entre otras hacen uso de estas herramientas, pero las précti-
cas son limitadas debido a sus altos costos, por esta razén surgen proyectos de
robética al interior de los grupos de investigacion de estas instituciones.

La Universidad Nacional de Colombia, sede Bogota generé un grupo de
investigacion llamado Plataformas Robéticas en el afio 2001 como iniciativa de

Rev. Ingenieria, Matemidticas y Ciencias de la Informacion
Vol. 1/ Nim. 1/ 2014; pag. 33-45



ROBOTS HERRAMIENTAS PARA LAS AULAS DE CLASE 37
EVELYN GARNICA ESTRADA

un grupo de profesores y estudiantes interesados en el tema de la Robética.
Inicialmente desarrollaron proyectos pequefios y seminarios extra clase sobre
diferentes temas concernientes al campo. Hoy en dia desarrollan proyectos
tanto en robotica movil como en robética industrial generando automatizaciones
para los diferentes laboratorios de la universidad. En dicha universidad sur-
gi6 un proyecto de construcciéon de un robot mévil didactico para trabajo con
nifios de basica primaria (Pefia, 2002).

Por otro lado, la Universidad Javeriana adelanta proyectos de investiga-
cion en Robética en el aula desde el Grupo de Sistemas Inteligentes, Robética
y Percepcion (SIRP) donde se enfocan en aplicar estrategias activas para forta-
lecer las competencias técnicas a través de los concursos de robética en dife-
rentes categorias.

Desde hace algunos afios en otras Universidades en Colombia como la Uni-
versidad Jorge Tadeo lozano y en el exterior como la Universidad Auténoma
de México han adquirido cerca de 70 robots con el fin de apropiar las tecnolo-
glas asociadas a la automatizacioén y contribuir con la mejora de ambientes de
los demas programas de estas universidades, como el caso de la Universidad
Jorge Tadeo lozano donde la biologia marina se articula con la Tecnologia en
robotica y automatizacién industrial con el fin de tecnificar algunas areas como
el laboratorio de animatrénica bioinspirada en el Museo del Mar y el laborato-
rio de agrobotica, entre otros.

Basados en lo anterior, se han presentado avances de robética en las aulas
de clase de colegios, institutos, diferentes universidades, el SENA, centros de
investigacion, entre otros; donde utilizan los robots pre construidos, modulares
y armables, para realizar practicas Iadicas con fines motrices y de aplicacion.

Lo que se ha visto al interior de los proyectos de las diferentes instituciones
es que se estdn apropiando tecnologias emergentes abordando préacticas edu-
cativas con robots, sin embargo no se han formalizado estas précticas en las
asignaturas, debido a que se dan como cursos de extensiéon o formacién com-
plementaria en otras instituciones.

BASES TEORICAS

Una plataforma robética se puede definir como un sistema integrado que
sirve como base para hacer funcionar determinados médulos de hardware y
software para llevar a cabo un funcion especifica. En el presente trabajo de
investigacién se ha adoptado este termino debido a que se encuentra estrecha-
mente relacionado con el concepto de animatronicos, definidos como sistemas
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electromecanicos multipropdsito con caracteristicas similares a los seres vivos,
multifuncionales y multipropdsito. Sin embargo no siempre se puede hablar
de animatronicos ya que la morfologia de un robot puede variar de acuerdo a
su aplicacion asi que a este conjunto de elementos se le domina plataforma
robética.

Durante los tltimos afios y debido a los acelerados avances tecnolégicos,
ha ido apareciendo progresivamente diversos tipos de sistemas artificiales de
apariencia antropomorfica, conocidos con el nombre de robots. Un robot se
conoce como una entidad virtual o mecénica artificial; por lo general es un
sistema electromecanico que, por su apariencia o sus movimientos, tiene un
proposito propio.

La roboética es la ciencia y la tecnologia de los robots, se ocupa del disefio,
manufactura y aplicaciones de los robots; la robética combina diversas disci-
plinas como son: la mecénica, la electrénica, la informatica, la inteligencia arti-
ficial y la ingenieria de control. Otras areas importantes en robética son el
algebra, los autématas programables y las maquinas de estados. (2011, 02).

La robética, como herramienta puede tener la misiéon de involucrar a los
estudiantes en el aprendizaje de una forma activa.

La interactividad es la clave para que exista una sensibilizacién en el desa-
rrollo de la ciencia y la tecnologia. De aqui surge el modelo de robética peda-
gogica, donde docentes investigadores de diferentes lugares del mundo han
generado esta nueva disciplina para favorecer los procesos cognitivos dentro
de las aulas de clase.

Martial Vivet (1990) propone la siguiente definicion de robética pedagogi-
ca: Es la actividad de concepcién, creacién y puesta en funcionamiento, con
fines pedagogicos, de objetos tecnolégicos que son reproducciones reducidas
muy fieles y significativas de los procesos y herramientas robéticos que son
usados cotidianamente, sobre todo, en el medio industrial.

La Roboética pedagodgica se entiende como la disciplina que se encarga de
concebir y desarrollar robots educativos para que los estudiantes se inicien en
el estudio de las Ciencias (Matematicas, Fisica, Electricidad, electrénica, Infor-
matica y afines) y la tecnologia (Ruiz-Velasco, 1987a).

También se habla de Robética educativa que esta definida por la Real Aca-
demia Espafiola de la lengua (2009) como: La técnica que aplica la informatica
al disefio y empleo de aparatos que, en sustitucion de personas, realizan ope-
raciones o trabajos, por lo general en instalaciones industriales.

Rev. Ingenieria, Matemidticas y Ciencias de la Informacion
Vol. 1/ Nim. 1/ 2014; pag. 33-45



ROBOTS HERRAMIENTAS PARA LAS AULAS DE CLASE 39
EVELYN GARNICA ESTRADA

En general, cuando se habla de robots en la educacién se debe visualizar un
medio de aprendizaje, para el disefio y construccién de proyectos y materiali-
zacién de ideas, que pedagdgicamente se habla de estrategia y disciplina y
educativamente se concibe como el medio y la técnica.

El uso de las plataformas robéticas en la educacién se entiende como un
modelo pedagoégico, que privilegia el aprendizaje inductivo y por descubri-
miento guiado (Ruiz-Velasco, 1987b), lo cual asegura el disefio y experimenta-
cién, de un conjunto de situaciones didacticas que permiten a los estudiantes
construir su propio conocimiento y a su vez se dinamizan los ambientes de
aprendizaje donde se trabaje con esta disciplina.

El aprendizaje inductivo genera conclusiones a partir de la experiencia por
cada sesion de clases, los estudiantes pueden realizar interrelaciones,
interconexiones y reflexiones sobre el conocimiento adquirido en la préctica.

Mediante este método los estudiantes adquieren capacidades para analizar
e inferir causas y soluciones posibles. No consiste en al absorcion de informa-
cion, sino que busca desarrollar la capacidad reflexiva del alumno, y que éste
genere opiniones y cuestione la informacién. A su vez el aprendizaje por des-
cubrimiento guiado genera el desarrollo de destrezas de investigacién y solu-
cion de los problemas.

Cuando se habla de optimizar y dinamizar los ambientes de aprendizaje se
refiere a mejorar las circunstancias que se disponen en el aula de clase como los
son el entorno fisico, recursos, capacidades y estrategias que se usan, en pro
de promover y garantizar que el estudiante adquiera las competencias de una
forma mas eficiente gracias a los medios disponibles.

CONTEXTO

En la Corporacién Universitaria Republicana de la ciudad de Bogoté se
oferta el programa de Ingenieria de Sistemas desde hace cinco afios con la
tilosofia de ofrecer contenidos diferentes y brindar una propuesta de progra-
ma distinto a los que se ofrecen en el pais; de alli viene la idea de crear lineas
de especializacién e investigacion sobre robética aplicada, con el fin de desa-
rrollar proyectos que solucionen necesidades reales al interior y al exterior de
la Corporacion.

Desde el el afio 2010 se inicia la investigacion y desarrollo en el campo de la
robética donde se ha venido trabajando en el disefio de actividades basadas
en plataformas robéticas multipropésito para dinamizar las clases de diferentes

Rev. Ingenieria, Matemdticas y Ciencias de la Informacién
Vol. 1/ Niim. 1/ 2014; pdg. 33-45



40 REVISTA INGENIERIA, MATEMATICAS Y CIENCIAS DE LA INFORMACION

disciplinas, lo que ha permitido generar diferentes propuestas de investiga-
cion para solucionar problematicas reales al interior de las aulas de clase.

En la actualidad se tiene prototipos de robots multifuncién, para el de-
sarrollo de las clases en diferentes tematicas y con estas herramientas se
abordaran las pruebas para tomar la informacién necesaria como resulta-
dos del proceso de investigacion, con el fin de plantear la propuesta formal
acerca de las metodologias activas de ensefianza basadas en herramientas
robdticas.

ROBOTICA UBICUA

Una de los principales elementos que soporta la presente investigacion es la
robética ubicua siendo la integracion de la robética en el entorno de la perso-
na, de manera que los robots no se perciban como objetos diferenciados sino
como elementos necesarios para realizar algtn tipo de tarea o multitarea, en
este punto el robot se vuelve omnipresente en la vida del hombre, es decir que
se puede volver esencial en la vida del docente y el estudiante.

Es importante realizar un andlisis de los requerimientos necesarios para
que la robética ubicua pueda desarrollar tareas en un campo de accién deter-
minado, hoy en dia es una realidad los robots dotados de inteligencia para
abordar localizacién y navegacion cooperativa, percepcién cooperativa del
entorno, construcciéon cooperativa de mapas, interaccién robot humano, dis-
tribucion de multitareas, entre otros aspectos que hacen al robot cada vez mas
independiente del hombre, y por el contrario el hombre se esta volviendo mas
dependiente de estas tecnologias.

Uno de los principales objetivos de la robética ubicua, es hacer que los
dispositivos computacionales sean una necesidad primaria para las personas.
Este objetivo de crear instrumentos que se mezclen en las aulas de clase, supo-
ne una potencial revolucién que puede hacer cambiar el modo de orientar una
clase y recibir las lecciones; las personas se centrarian en las tareas que deben
hacer, no en las herramientas que utilizan, porque se pretende que esas herra-
mientas pasen desapercibidas.

ROBOTS PARA LA ENSENANZA

La robética integra, a través de un robot, distintas areas del conocimiento
como matematicas, fisica, electronica, mecanica, informatica entre otras, con-
virtiéndola en una gran alternativa para la ensefianza (Caballero, 2011).
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El area de la robética es tan versatil, que permite llevar a cabo experimentos
con los conocimientos tedricos adquiridos y a la vez profundizar en los mismos.
De ello, se deriva la importancia que debe darse a esta herramienta en la ense-
flanza y en la preparaciéon de los futuros profesionales de 4reas de la ingenieria,
donde el estudiante pueda utilizarla como una herramienta més para reforzar
los conocimientos que va adquiriendo en las distintas disciplinas.

Segun Caballero, dentro de la educacion se habla de orientaciones las cua-
les se deben ejecutar bajo medios tecnolégicos, estas orientaciones son las si-
guientes:

a. Las orientaciones didacticas: La Educacién tecnolégica pretende que
los alumnos logren una comprensién del mundo artificial y una capaci-
dad para desenvolverse efectivamente dentro del mismo, en un nivel
que podria denominarse alfabetizacion tecnolégica.

La alfabetizacion tecnolégica de los estudiantes incentiva la capacidad
para apreciar el desarrollo tecnolégico y su relacién con la sociedad y el
ambiente, la capacidad para reflexionar sobre los actos tecnolégicos pro-
piosy ajenos en el marco de su impacto social y ambiental y la capacidad
de ejecutar actos tecnoldgicos con calidad, respeto ambiental, creativi-
dad, efectividad y ética.

Los estudiantes a través del aprendizaje con tecnologia, tienen la opor-
tunidad de usar una variedad de medios para distinguir y enunciar pro-
blemas y, resolver problemas précticos en un contexto social, adquirir y
usar durante su trabajo tres tipos de habilidades interrelacionadas:

* El como hacer.
* La comprensién de procesos y la adquisiciéon de conocimientos.

* Arriesgarse a tomar decisiones, desarrollar multiples soluciones a pro-
blemas, probar y mejorar, trabajar en equipo, responsabilizarse por
los resultados y administrar los recursos en forma efectiva y eficiente.

b. La orientacién tecnolégica: Desde una perspectiva técnica, la tecnologia
se relaciona con la capacidad de creacion e intervenciéon en las aplicacio-
nes tecnoldgicas. Las personas se pueden relacionar con la tecnologia
desde diferentes perspectivas:

* Como usuarios, cuya relacién se caracteriza por la utilizacién respon-
sable de los objetos y servicios.
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* Como técnicos, cuya relacion estd orientada a la produccién de obje-
tos y servicios.

* Como innovadores, como disefiadores de nuevas aplicaciones; esto
es, nuevas formas de interaccion, nuevos productos o servicios.

Estas perspectivas no son excluyentes, un estudiante o docente puede ser a
la vez un usuario, un técnico y un innovador. Estos roles solo ilustran las dife-
rentes posibilidades de relaciéon con la tecnologia. Sin embargo, participar de
éstos requiere conocimientos y habilidades diferentes.

Desde la perspectiva del uso, se define una orientacién a una adecuada
utilizacién del objeto, en nuestro caso, los robots; desde la técnica, se orienta
al desarrollo de capacidades necesarias para intervenir en la funcionalidad de
los mismos; desde la perspectiva innovadora, se orienta a la creacién de nue-
vas funcionalidades y disefios.

ANALISIS Y PRACTICAS

Realizando un andlisis en los contenidos teméaticos de algunas asignaturas
del programa de ingenieria de sistemas, se observa que los contenidos teéri-
co-précticos no se deben limitar a los ambientes y herramientas tipicas de apren-
dizaje como lo son un salén de clases y un laboratorio con equipos de computo
para abordar las précticas.

En la mayoria de los casos la forma de cémo se orienta estas asignaturas
esta basada en metodologias tradicionales, la propuesta es romper el paradig-
ma de que esta es la tinica forma de orientar las asignaturas, pues es posible
usar herramientas que dinamicen algunos modulos de los contenidos temati-
cos de las asignaturas.

Los robots proporcionan un gran aporte en los procesos de formacién y es
la motivacién, ensefianza y estudio de las ciencias a través del uso del sistema
mecatrénico como una herramienta didactica para cualquier tipo de estudiante
de cualquier edad.

No es necesario profundizar en temas técnicos de robética, el objetivo es
profundizar en la asignatura a través de la los robots.

Una de las tantas posibles metodologias que se pueden plantear en este
proyecto de investigacion, abarca las fases de identificacién de la plataforma,
programacion de la plataforma y validar funcionamiento del robot, mediante
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la definicién de un conjunto de actividades que ayudan a los estudiantes a
entender mejor el problema a resolver, las caracteristicas finales que debera
tener el sistema robético y el papel que juega en la solucién del problema.

El proceso de disefio de actividades segtin el contenido tematico empieza
por el diagnéstico, planteamiento de necesidades, caracteristicas intrinsecas y
extrinsecas en las necesidades presentadas por el contenido, delimitaciones,
proceso de evaluacion, estructuracion jerdrquica de procesos, componentes re-
levantes del sistema y criterios técnicos importantes para la definicién de la
actividad conceptual y de detalle luego de poner en marcha la actividad dada
con un sistema robético (figura 1).

El proceso descrito anteriormente pretende abordar aplicaciones con acti-
vidades sobre sistemas roboéticos en nuestro primer caso con animatronicos,
en précticas futuras se dard con vehiculos terrestres autbnomos y semi-auto-
nomos, plataformas de robots multifuncién (de rescate, de uso personal y de
servicio), entre otros.
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Figura 1. Etapas de aprendizaje con robots.
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Al trabajar actividades interdisciplinares es importante tener en cuenta to-
dos los procesos involucrados en la inmersiéon de sistemas robéticos para te-
ner un flujo organizado de actividades y llevar a cabo de manera eficiente el
proceso de ensefanza.

Por ejemplo en areas de matematicas, se puede abordar el estudio de la
aritmética, algebra, geometria, cdlculos, entre otros; en areas de fisica, se pue-
de trabajar desde magnitudes fisicas, pasando por vectores, movimientos en
una, dos y tres dimensiones, estdtica, dindmica, trabajo y energia, entre otros.
En areas de biologia como por ejemplo forma de estudiar la anatomia humana
y animal a través de medios audiovisuales mediante sistemas robéticos, y en
areas afines a la ingenieria de sistemas como el disefio de algoritmos y progra-
macién para no programar sobre compiladores en el PC; sino resolver proble-
mas bajo la programacion de las plataformas y ver realmente la respuesta
sobre un ambiente fisico.
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RESUMEN

El presente artficulo socializa de una manera clara los resultados de investigacion
obtenidos al desarrollar un contenido interactivo para television digital terrestre,
bajo la norma DVB-T desarrollado con el estandar de programacién MHP, este con-
tenido converge con otros sistemas como las plataformas web y los dispositivos
méviles, adoptando una metodologia de desarrollo de software tradicional donde se
divide el proyecto en andlisis, planeacién, ejecucién, implementacién y despliegue,
por Gltimo se analizé el impacto de este Gltimo dentro de una red de radiodifusién de
televisién digital bajo la norma DVB-T con acceso a un canal de retorno por medio
del protocolo TCP/IP, demostrando asi que el peso asociado al trasporte de la apli-
cacién interactiva dentro de la radiodifusién de un contenido/servicio afecta la capa-
cidad para la transmisién con calidad para un canal digital, adicionalmente el impacto
de dicho contenido para el despliegue en un decodificador (set top box) interactivo
esta estrechamente ligado al peso del desarrollo informdtico, es decir a mayor peso
de una aplicacién inferactiva mas tiempo consume su descarga y posterior visualiza-
cién en la pantalla de un televisor, por Gltimo se concluye de forma significativa que
el éxito de un canal digital en alta definiciéon con un servicio interactivo pasard por
una serie de estandares de calidad sujetos a la validacién de terceros (el radiodifusor),
dentro de los cuales se dard una clara importancia a la eficiencia en el despliegue
dentro de la red de transmisién, una guia de estilo valida para la navegacién, uso y
apropiacién del contenido y una masificacion de decodificadores para la accesibili-
dad de la tecnologia en un territorio geogréfico establecido.

Palabras clave: contenidos interactivos, radiodifusién de television digital, DVB-T,
MHP, programacién en set top boxes.

ABSTRACT

This article socialize in a clear way the research results to develop interactive content
for digital terrestrial television in the DVB-T standard developed with the programming
standard MHP, this content converges with other systems such as web platforms and
devices mobile, adopting a methodology of traditional software development where
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the project is divided into analysis, planning, execution, implementation and
deployment, finally the impact of content was analyzed within a network of digital
television broadcasting in the DVB -T standard with access to a return channel to the
TCP / IP protocol, showing that the weight associated with the transport of the
interactive application in broadcasting content / service affects the ability for
transmission quality for a digital channel, further impact of such content for display
in a decoder (set top box). Interactive is closely related to the weight of software
development, if greater weight of an interactive application most time consuming
downloading and subsequent visualization on a TV screen, Finally we conclude
significantly that the success of a digital channel in high definition with an interactive
service will go through a series of quality standards subject to third party validation
(the broadcaster), within which will clearly important to efficiency in the deployment
within the transmission network, a style guide valid for navigation, use and ownership
of content and mass of decoders for accessibility of technology in a geographic territory
established.

Keywords: interactive content, digital broadcasting television, DVB-T, MHP,
programming set top box.

I. INTRODUCCION

Es de libre conocimiento en términos generales la constante actualiza-
cion y evolucion de los estandares para la television digital!, pero también es
de conocimiento que la mayoria de estos estdndares estdan encaminados a prestar
servicios de valor agregado como lo son la interactividad o la alta calidad en
imagen y sonido?, sucintado asi uno de los cambios mas grandes para la radio-
difusiéon de contenidos audiovisuales en aproximadamente 50 afios de existen-
cia, estas ventajas asociadas a la interactividad permitirdn un nuevo ecosistema
digital propicio para la convergencia de aplicaciones en multiples dispositivos.

La interactividad por un medio de transmision radiodifundido (RF), es decir
haciendo uso del espectro radioeléctrico, debera estar asociada a la elecciéon
de un estandar de television digital, para Colombia la norma elegida fue DVB-
T3, estandar europeo para la radiodifusion de contenido audiovisual con la
posibilidad de inyeccién de contenido informatico adicional en su cadena de
transmision, esto es posible en una red de transmisién DVB-T por medio del
middleware de programacion MHP (Multimedia Home Platform)*, con una seria
tendencia mundial al cambio e integracién de nuevas y mejores tecnologias
para un mejor desempefio.

El estindar MHP ha sido documentado en un sinntimero de sitios en la
web, referencias bibliograficas y organizaciones sin dnimo de lucro,
adicionalmente en el seno de su origen se han hecho ya algunos despliegues de
servicios interactivos tanto en modo de pruebas piloto como lanzamientos co-
merciales, lo que conlleva a bastantes aplicaciones enmarcadas en diversos
contextos’, como lo son (ver figuras 1y 2):
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Figura 1. Aplicacion interactiva Figura 2. Votacion de referendo. Television
del clima. TVE. Espana. de Catalufa. Espanfa.

* El video por demanda (VOD),
* el aprendizaje por television t-learning,
* el comercio o publicidad por television t-commerce,

* el cuidado de la salud por medio de plataformas televisivas t-helad y
t-care,

* Jlosjuegos interactivos con diferentes tipos de acceso a un canal de retor-
no t-games,

* los servidos de informacién bésicos para el transito, el clima o las guias
de programacion electrénica (EPG),

* la convergencia entre la administracion publica (estado) con sistemas
televisivos en proyectos aplicables a t-government, entre otros.

Lo anterior presupone que un sistema de interaccion entre el usuario final
(televidente) y el radiodifusor (cabecera) es posible y ademads ttil para adop-
tar en nuestro pais, esto hace pasar de un consumidor pasivo a un consumidor
activo dentro de la nueva cadena de valor para la television digital, pero esta
adopcion debera primero transitar por una serie de pasos como la alfabetiza-
cion digital, la regulacion del contenido, la proteccion a la propiedad intelec-
tual y derechos de autor, la expansién y penetraciéon de infraestructura en
telecomunicaciones y la masificacién de equipos de consumo aptos para la re-
cepcién de contenidos interactivos, donde de principio a fin se garantice un
modelo sostenible para el aprovechamiento de este tipo de tecnologia.

Rev. Ingenieria, Matemdticas y Ciencias de la Informacion
Vol. 1/ Niim. 1/ 2014; pig. 47-63



50 REVISTA INGENIERIA, MATEMATICAS Y CIENCIAS DE LA INFORMACION

Para una de las anteriores fases citadas como lo son la sensibilizacion y
alfabetizacion digital de este tipo de desarrollos, se planteo al interior de la
Corporaciéon Universitaria Republicana el disefio y desarrollo de una aplica-
cién interactiva con énfasis educativo y con la posibilidad de convergencia con
otras tecnologias como los sistemas web y los dispositivos moéviles, el disefio
propio del aplicativo va mas alla del simple desarrollo, conlleva una apropia-
cién, evaluacion e impacto de la tecnologia al interior del programa ingenieria
de sistemas, y hacia el exterior, una visiéon global de su uso para la generaciéon
de mas y mejores ideas con impacto nacional e internacional en el campo de las
TICs.

II. METODOLOGIA

El desarrollo de un sistema interactivo bajo el estandar MHP presupone un
conocimiento de su base de programacion que son los Xlets, el desarrollo de
dichos componentes estard enmarcado en la comprension del lenguaje de pro-
gramacion JAVA, la metodologia para el presente desarrollo no varié desde la
forma basica de una planeacion tradicional para el desarrollo de un aplicativo
de software, es decir se eligié el modelo més simple pero a la vez mas detalla-
do en cada una de sus fases para una mejor comprensién de la tecnologia.

Modelo lineal: Analisis > Disefio > Programacion y codificacién > Pruebas
> Implementacion y Correccién de errores (ver figuras 3).

Al anterior modelo se le asocio el cumplimiento estricto de un cronograma
y la delegacion de roles para el desarrollo de piezas gréficas, contenidos tex-
tuales, iconografia y funcionamientos adicionales para un alto desempefio des-
dela capa de visualizacion para la aplicacion, esto presupuso el cumplimiento
y seguimiento de ciertas reglas de estilo propuestas y estudiadas por

Pruebasy
correccién de

errores

y

Figura 3. Modelo lineal para el desarrollo de software.

Aplicativo
Final

Programacién

y codificacién
. -

Fuente: El autor.
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radiodifusores europeos como la BBC (Inglaterra) o TVE (Espafa)®, e integra-
das de manera arménica segtin nuestra idiosincrasia y contexto socio cultural
para el desarrollo (ver figuras 4).

Experto en gestién de proyectos
mediante metodologia centrada en

la creatividad
1
Comunicacién transversal entre el Profesional Profesional
; Profesional Profesional en folESIonaten
equipodetrabajoconelfinde Ml HERAA desarrollo peridineriog
aumetar creatividad sobre méviles P digital
Usuarios finales con distintos roles Usuarios

para hacer uso de la aplicacién finales

Fuente: El autor.

Figura 4. Organizacion del equipo de trabajo acorde al proyecto

La definicién de metodologias para el desarrollo de software, el cumpli-
miento de cronogramas, y la gestion del talento humano para el desarrollo de
un proyecto hace énfasis en una planeacion idénea para la apropiacion de
una tecnologia emergente, es decir que el simple hecho de manejar una herra-
mienta no garantizard una perfecta armonia en el desarrollo, es por este moti-
vo que desde el punto de vista de los programadores se exigié una estricta
documentacién asociada a la diagramaciéon mediante lenguajes unificados de
modelamiento (UML)’, es decir se crearon diagramas de casos de uso para el
levantamiento de requerimientos, diagramas de clases para la organizaciéon de
los c6digos fuentes, diagramas de secuencia y despliegue para el entendimien-
to en la integracion de tecnologias y diagramas de entidad relacion para las
interacciones con bases de datos, definiendo sobre medida un entendimiento
global de la aplicacién para las mdaltiples plataformas en donde coexisti6 el
desarrollo (web, mévil, television).

A continuacién se presenta un apartado de los diagramas implementados
funcionalmente para las tres plataformas (ver figuras 5 a la 10).

Segtin el contexto para el adecuado desarrollo metodolégico del proyecto
se hizo necesario definir los equipos a modo de test que se usaron para la
posterior muestra de los resultados, dichos equipos se contemplan en un mo-
mento del desarrollo denominado pre-produccion, es decir antes de que las
aplicaciones se validen y pasen a un estado de produccion para su uso, imple-
mentacién y masificacion al interior de la comunidad académica de la corpora-
cién, en términos generales se uso un equipo movil bajo sistema operativo iOS,
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Registro NU

«extend»

Autorizar usuario

«extend»

«extend»

0
il
Super Administrador
gextend> «extend»
Pre-inscripcion CSD Ingresar CSD
ipcion CSD Modificar CSD
«extend»
Q
\ «extend» I
FAQs y contacto Administrador

Respuestas FAQs y Contacto

Fuente: El autor.

Figura 5. Levantamiento de requerimientos en forma de casos de uso.

—_— 0
0.1

L T
|+ Actor usuario general | + Controlador usuario general 01

0.1

0.* =+ Curso + Vista Base Datos

0 0.1 0.0~

+ Actor Super Administrador + Controlador Super Administrador 0!
~=010"—

+ Actor Administrador + Controlador Administrador
=01 = * = ~0.1

Fuente: El autor.

Figura 6. Diagramas de clases para la empaquetar cdédigo fuente.
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Usuario / Curso

M
Pre-inscribir
inscribir

1

Usuario

1
N

>

1

Rol

FAQs - Contacto

Fuente: El autor.
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Curso - CSD -
N

Publicar

Facultad

Tiene

Tiene

Tiene

Tiene

Formas de pago Curso - CSD -

Objetivo Curso - CSD -

Contenido Curso - CSD -

Pre-requisito - CSD -

Figura 7. Diagramas de entidad relacién para integrar una base de datos.

Entidad Usuarios
Descripcion Registra a lainformacién pertinente a los distintos usuarios del aplicativo
Atributos
Valor por
Nombre éllave primaria? | ¢Fordneo/a? Tipo Longitud |¢Requisito?| ¢Nulo? defecto Valores vdlidos

Tipo Si NO Numérico 10 Si No [« cc - nit-ti-ex

Id-usuario Si NO Numeérico 10 Si No

Nombre No NO Alfanumérico 50 Si No

Apellido 1 No NO Alfanumérico 50 Si No

Apellido 2 No NO Alfanumérico 50 Si No

E-mail No NO Alfanumérico 50 Si No

Teléfono No NO Numérico 10 Si No

Celular No NO Numérico 10 Si No

Password No NO Alfanumérico 20 Si No

Id-usuario-curso No Usuario/Curso [Numérico 10 Si No
Estdndar
Alumno

Id-Rol No Rol Numérico 10 Si No Estandar [Docente
Administrador
Super
Administrador

Fuente: El autor.

Figura 8. Descripcién de la entidad usuario con los atributos definidos.
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Controlador usuario Vista Base
general de Datos

T

| |
| |
| I

Usuario general I |
| |
| |
| |
|

1. Valida datos (usuario, password)
2. Busca usuario DB (usuario, password)

>

3. Existe usuario (): ok

¢

L
|

4. Sesion activa (): Bienvenido

A [e-

Fuente: El autor.

Figura 9. Ejemplo de uno de los diagramas de secuencia, login exitoso.

Intranet
— Extranet
Internet

Servidores interactivos de
aplicaciones multiplataforma

ANY - )59 LR

Etapa de recepcion e interaccion
iganet | E1ap2 o emisin desd seidores itraccion por e de Tskevion gra LA por medio de otros computadores
Extianst e contenidos audiovisuales l
Internet publicos ylo privados

|| . 4 e ——————— —_—
< 's .
Docentes y alumnos desarrolladores r

de nuevo contenido interactive

Usuarios ylo consumidores finales

Fuente: El autor.

Figura 10. Modelo de despliegue de aplicacién interactiva en distintos dispositivos.

especificamente un iPod touch 4G, se desplego en un televisor marca LG, pero
este no contenia el middleware mhp que le permitia reproducir contenido
interactivo, asi que la clave para el desarrollo sobre television digital terrestre
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fueron dos decodificadores con carac-
teristicas diferentes pero totalmente
funcionales bajo el estandar que el es-
tado Colombiano aprobd, uno de ellos
de la empresa ADB, decodificador hi-
brido terrestre/satelital, referencia
iCAN 3810T y otro de la empresa Tele-
system, decodificador terrestre, refe-
rencia TS7000, para el desarrollo sobre
la web, se probo en equipos portétiles
y de escritorio con sistemas operativos
Windows y Mac OSX, navegadores
internet Explorer, Google Chrome y
Safari de la empresa Apple (ver figu-
ras 11 a la 15).

El despliegue basico de una aplica-
cién en un dispositivo mévil o en la
web no varia entorno a las tiendas de
distribucion de aplicaciones (Appstore)
presente por fabricantes o por siste-
mas operativos, adicionalmente el
hosting o servidores debieron estar
certificados para la adecuada descar-
ga de dichos contenidos, por otro lado
al contrario de lo que en un principio
se crefa el despliegue al interior de una
red para television digital terrestre ten-
dria un componente particular el cual
fue objeto de estudio antes de desa-
rrollar la aplicacién misma, ya que para
implementarlo a manera de test no era
posible desde la cabecera nacional o
canales asociados debido a las parti-
cularidades propias del tratamiento de
la interactividad dentro de la cadena
de transmision para television digital,
fue asi como se hizo uso de un labora-
torio del SENA (Servicio Nacional de
Aprendizaje) que emitia la sefial de te-
levisién digital radiodifundida a baja
potencia bajo las caracteristicas apro-
badas por el pais, este laboratorio

JOSE ALEJANDRO FRANCO CALDERON

Fuente: http://www.apple.com/
Figura 11. iPod touch 4G.

Fuente: http://www.i-can.tv/
Figura 12. Set Top Box iCAN 3810-T.

Fuente: http://www.telesystem-world.com/
Figura 13. Set Top Box Telesystem TS7000.

Fuente: http://www.apple.com/
Figura 14. Mac Book Pro 13", SO Mac OSX.

Fuente: http://www.samsung.com/

Figura 15. Ultradelgado Samsung 13.3”,
SO Windows 7 Ultimate.

Rev. Ingenieria, Matemidticas y Ciencias de la Informacion

Vol. 1/ Niim. 1/ 2014; pig. 47-63



56 REVISTA INGENIERIA, MATEMATICAS Y CIENCIAS DE LA INFORMACION

cuenta con elementos tales como, un Playout PC100, un integrador de conteni-
do, dos decodificadores ilustrados en las figuras 12 y 13, un entorno de desa-
rrollo propietario iTVSuite y otro de distribucién libre bajo eclipse (osmosys
sdk) pero propietario en la simulacion (ver figura 16).

Gran parte de lo descrito anteriormente hace referencia a la 16gica funcio-
nal de las aplicaciones y a su posterior ejecucién en el equipamiento de
hardware disponible para tales implementaciones, pero con relacion a los
entornos de desarrollo® disponibles para la programacion de los menciona-
dos equipos se hizo necesario conocer la capa de aplicacién de cada uno de
los desarrollos con un alto nivel abstraccion y en lo posible orientado a obje-
tos, es asi como se integraron lenguajes de programacion y tecnologias como
j2ee, ajax, html, mhp, objective c, entre otros..., con cada unas de sus APIs o
frameworks mas funcionales acorde a la tecnologia implementada. Toma mayor
relevancia el saber que gran parte de las tecnologias aqui mencionadas no
varian en su forma mas simple de funcionamiento, pero una vez més cabe
resaltar que para el desarrollo sobre una red de television digital terrestre se
hizo necesario aprender y dominar entornos de desarrollo tanto privativos
(de autor) como libres; para la programacién del proyecto se uso basicamen-
te el entorno de desarrollo libre llamado eclipse en conjunto con el sdk de
osmosys y en cuanto al entorno de desarrollo privativo se uso el iTVSuite de
la empresa iCareus (ver figura 17 y 18).

ITV SUITE AUTHOR ADB SDK

FOR MHP, TRUZWAY & GINGA FOR MHP, TRUZWAY

a ermm
I .class FILES TERRESTRIAL,
CABLE, SATELITE

NETWORK

TV APLLICATION
TEMPLATES

TV APPLICATIONS iTVAPFLICATIONS
(.nwk FILES) lMHP xlet)

TV Sufte Player

(MHP xlet)

EXTERNAL .
S XML TV APPLICATIONS

(SADL FORMAT) (.nkr FILES)

RF

ITV SUITE MANAGER PC100 PLAYOUT COMPACT ITV SUITE PLAYER

I FOR VHP, TRUZWAY & GINGA

RETURN CHANNEL OVER P

Fuente: http://www.icareus.com/
Figura 16. Laboratorio de inicio a fin, iTVD - DVB-MHP de iCareus
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Find [ .
ullnwm i
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Fuente: http://www.eclipse.org/

Figura 17. Entorno de desarrollo libre eclipse

Tnd 26

o— . ]

Fuente: El autor.

Figura 18. Entorno de desarrollo privativo iTVSuite.

III. RESULTADOS

Los desarrollos convergentes desde el punto de vista informatico tienen un
gran valor si es abordado desde la perspectiva de un software como servicio
(SaaS)?, es decir que la generacién de un prototipo se realice de una forma agil
para una répida retroalimentacién entre el ptblico objetivo al que se quiere
llegar, bajo esta filosofia de trabajo se llego al siguiente resultado desplegado
en una red de transmision digital DVB-T (ver figura 19 y 20):
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Teclado ? webCam
-

Fuente: El autor. Fuente: El autor.

Figura 19. Aplicacion interactiva, demostracion Figura 20. Aplicacion interactiva, demostracion
de contenido educativo asociado a contenido de contenido educativo asociado a contenido
televisivo. televisivo.

Por otro lado se programé un chat que interactuard con otras plataformas
como la web y los dispositivos méviles (ver figura 21).

Como el énfasis en primera instancia fue la implementacién en un sistema
de television digital interactiva se hizo el anélisis mas riguroso al impacto que
se tenia sobre dicha red de transmision y retorno, mas sin embargo se logro
también programar un moédulo de un curso virtual que también funciona en
dispositivos méviles y navegadores web bajo el paradigma de OVA!? (ver
figura 22 y 23).

El corazén central para el presente desarrollo fue el consumo de servicios
por medio de tecnologia JAVA, es decir que desde la capa de aplicacion se
programaron Servlets con la capacidad de conexién a una base de datos en

Fuente: El autor

Figura 21. Aplicacion interactiva, demostracion del modulo
de chat desde la aplicacién en television digital.
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s s e A

C O me

Meni Principal

Fuente: El autor.

Figura 23. Aplicacion interactiva,

Fuente: El autor. demostracion de contenido
Figura 22. Aplicacion interactiva, demostracion de contenido educativo OVA desarrollado en
educativo OVA para ser embebido en la web. un dispositivo movil.

MySQL, esto haciendo referencia al modelo vista controlador (MVC) bajo el
cual interacttian los clientes con los servidores (ver figura 24).

« C [ localho: h d index.php?db=tdt&token ~d066795F67e4 9dd 28e2f0aafdb991 7b3 T ‘

m £) Servidor: localhost » [ Base de datos: it b [ Tabla: usuario
AEmB00 [EEamina GEstuctura B SQL Buscar jiinserar [HExportar [ijimporiar  320p [ Vaciar
«” Mostrando registros 0 - 2 (3 total, La consulta tardd 0.0003 seg)
Base de datos F—
(e ey e
e () Perfi/Perfilamiento | Editar ] [ Explicar el SQL | [ Crear codigo PHP | [ Actualizar )|
- (Momrar:) (30| filas empezando de [0
enmodo | horizontal Eymvumcﬂ 100  ceidas
Organizar segin la clave: | Ninguna g
+ Opciones
cedula nombre  apellido omail tolcel
O / X 10184048588 Alsjando Franco  alejing@gmail.com 3167173670
o7z 21232476 Stela Calderon  stella123@hotmail.com 2112710
0O /2 ¥ 10158007 José Chapamo  josemariatrancochapamo@gmail com 3115335088
T Marcar todos/as / Desmarcar todos Para los elemenios que estdn marcados: X [
(Mostrar-) 30  filas empezando de 0
@ modo | horizonw! 1) y ropetirios encabezados cada (100 | celdas
‘sobre

o Vista de impresidn 1, Previsualizacibn para imprimir (documento completo) [lfj Expoder @ CREATE VIEW

= Abrir nueva ventana de phphyAdmin

Fuente: El autor.

Figura 24. Registro de usuarios que han ingresado a la aplicacién, vista desde el servidor
Apache Tomcat y PhpMyAdmin.

Las tablas 1 y 2 relacionan los distintos tamafios asociados al peso de la
aplicacion desde la salida del modulador de television digital con relacion a
los tiempos de descarga de la misma en los decodificadores.
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Decodificador, STB (set-top-box) iCan 3810T

Tabla 1. Peso aplicacién vs. tiempo descarga STB

NGmero Peso aplicacién Tiempo de descarga
de prueba entrada (Mb) en STB (segundos)
1 0,1 1,5
2 0,3 2,8
3 0,6 3,3
4 0,8 3,9
5 1,0 4,8

Decodificador, STB (set-top-box) Telesystem TS 7000

Tabla 2. Peso aplicacién vs. Tiempo descarga STB

NGmero Peso aplicacién Tiempo de descarga
de prueba entrada (Mb) en STB (segundos)
1 0,1 1,9
2 0,3 3,1
3 0,6 3,7
4 0,8 4,5
5 1,0 6,4

Por tltimo se analiz6 los tiempos de respuesta de la aplicaciéon con respecto
al consumo de informacion con el web service, en este punto cabe resaltar que
las pruebas sobre canal de retorno se hicieron en el decodificador iCan 3810T
debido a que este implementa el protocolo TCP/IP por medio de conexién
ethernet, situacion distinta al tipo de protocolo que usaba el decodificador
Telesystem TS7000 quien implementaba un medio de conexién por modem
telefénico conmutado, no disponible en el momento de hacer las pruebas, asi
que la tabla 3 solo indica la respuesta de un decodificador.

Decodificador, STB (set-top-box) iCan 3810T

Tabla 3. Peso aplicacion vs. Tiempo consume web service desde STB.

Ndmero de Peso aplicacién Tiempo de consumo
Prueba entrada web service desde el STB
(Mb) (Mili Segundos)
1 0,1 0,3
2 0,3 0,3
3 0,6 0,7
4 0,8 0,9
5 1,0 2,6
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IV. DISCUSION Y CONCLUSIONES

A continuacién se enuncian las conclusiones més relevantes y significativas
con respecto a la implementacién de proyecto.

El desarrollo de software aplicado a la television digital, adicionalmente
que este coexista con otros ecosistemas como los dispositivos méviles y la
web, pasaran a ser integraciones de tres capas, donde el corazén para el desa-
rrollo de las aplicaciones estard dado por la buena programacion desde el
consumo de servicios y su interacciéon con sistema de almacenamiento de da-
tos (servidores y bases de datos).

Se involucran distintas tecnologias en el desarrollo de proyectos aplicados
a multiples dispositivos, los cuales deberan ser abordados segun el criterio
de menor costo de programacion.

Una aplicacién interactiva para televisiéon digital pasa por la integracion
en la programacién de entornos de desarrollo libres, privativos o la union de
los dos; para el proyecto se han unido los dos tipos de entorno de desarrollo
para obtener los resultados mencionados.

Los disefios iconogréficos, normas y referencias de estilo para una red de
television digital terrestre (TDT) deberdn ser abordadas segtin la aplicacion a
programar, mas sin embargo estas deberdn cefirse a las guia de estilo que
cada operador de servicio predisponga para no afectar la capa audiovisual y la
marca del canal.

Para realizar las pruebas de desarrollo de una aplicacion interactiva para
television digital terrestre (TDT) requiere una red de radiodifusion digital de
pruebas; para este caso se uso una laboratorio funcional bajo el estindar DVB-T.

En un ecosistema de television digital terrestre (TDT) la aplicacion interactiva
y su correspondiente despliegue sobre una red broadcast dependera exclusi-
vamente del operador del servicio de la cabecera televisiva.

El comportamiento grafico de las aplicaciones interactivas desde el punto
de vista de los decodificadores (STB), pasard a un plano importante segtn la
tecnologia implementada en su fabricacion, es decir, menor calidad tecnol6gi-
ca en la integracion electrénica de un decodificador dara como resultado baja
calidad en la experiencia de usuario final de la aplicacién interactiva.

El peso de una aplicacién interactiva alojada en el carrusel de objetos de un
operador televisivo es determinante a la hora de garantizar calidad de servicio en
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el despliegue de la misma, es decir, a mayor peso mayor tiempo de descarga de la
aplicacion en un decodificador y menos grata la experiencia de usuario final.

El peso de una aplicacién interactiva con relacién al consumo de servicios web
para la manipulacién de la misma, no muestra elementos contundentes referente
al tiempo de respuesta en la pantalla de un televisor, esto es debido a que salimos
del ecosistema radiodifundido y dependeremos ahora de nuestro proveedor de
servicio a internet y al duefio del modelo de negocio de la aplicacion.

REFERENCIAS

1. SIMONETTA, J. Television Digital Avanzada. Ed. Artes graficas del sur.
Avellaneda - Argentina. Noviembre, 2002.

2. FISCHER, W. Tecnologias para la Radiodifusién Digital de Video y Audio - Una
quia practica para ingenieros. Ed. Springer. Munich - Alemania. Febrero, 2003.

3. PERIODICO DIGITAL ELSATELITE, RTVCy otros. CNTV aprueba estandar DVB-
T2 para TDT en Colombia. (diciembre 2011). Recuperado en junio de 2012 de los
sitios web http:/ / periodicoelsatelite.com/2011/12/colombia-cntv-tdt-aprueba-
estandar-dvb-t2/ y http:/ /tdt.rtve.gov.co/ y http:/ /www.rtvc.gov.co/?option=
com_contraté&task=showcontraté&tip 0=3&id=185 y http:/ /www.sic.gov.co/en/
¢/document_library/get_file?uuid=b522251.8-adf2-464c-be5c-c166c5ce3c35&
groupld=10157

4. IBRAHIM, KEF. Receptores de Television Digital. Ed. Marco Combo (Boixareu
Editores). Barcelona - Espafia. Febrero, 2001.

5. mhp.org. MHP and GEM Applications. (enero 2012). Recuperado en junio de 2012
del sitio web http:/ /www.mhp.org/applications.htm

6. rtve.es. Manual de estilo medios digitales. (febrero 2010). Recuperado enjunio de
2012 del sitio web http:/ /manualdeestilo.rtve.es/

ANTENA RADIO INTERNACIONAL. Manual de Estilo adaptado con autoriza-
cion de Iberia Radio Television Internacional. 2007. Consultado el enero de 2010
en el sitio webhttp:/ /www.enantenaradio.com/manual_de_estilo.html

7. WEITZENFELD, A. Ingenieria de Software orientada a objetos con UML, Java e
internet. Ed. Thomson. México D.F. Septiembre, 2004.

PRESSMAN, RS. Ingenieria de software un enfoque moderno. Ed. Mc Graw Hill.
México D.F. Febrero, 2002.

8. HIDALGO, MU. La nueva television digital en el universo multimedia. Ed. Uni-
versidad de Deusto. Marzo, 2008.

Rev. Ingenieria, Matemdticas y Ciencias de la Informacion
Vol. 1/ Nim. 1/ 2014; pag. 47-63



DESPLIEGUE DE UNA APLICACION INTERACTIVA BAJO EL ESTANDAR DVB-T Y SU IMPACTO... 63
JOSE ALEJANDRO FRANCO CALDERON

WIKIPEDIA. Entornos de desarrollo integrados. (2012). Recuperado en junio de
2012 del sitio web http:/ /es.wikipedia.org/wiki/Entorno_de_desarrollo_ inte-
grado

9. HUIDOBRO MOYA, JM. Tecnologias de telecomunicaciones.: Ed. Alfaomega. Junio,
2006.

GARCIA CASTILLEJO, A. Television digital e integracion ;TV para todos?, Ed.
Universidad Rey Juan Carlos. Septiembre de 2005.

SAN JUAN PEREZ, A. La television digital: la televisién del futuro. Ed. Laverde
ediciones. Mayo, 2005.

10.LOPEZ, JC. Disefio Pedagégico de un programa educativo multimedial
interactivo (PEMI). Ed. Ediciones de la U., 2011.

Rev. Ingenieria, Matemidticas y Ciencias de la Informacion
Vol. 1/ Niim. 1/ 2014; pdg. 47-63






TEOREMA DE CLASIFICACION
PARA 2-VARIEDADES

LEONARDO SOLANILLA* OSCAR PALACIO**, GUSTAVO HERNANDEZ***

Recibido: 25 de junio de 2013 / Aceptado: 30 de agosto de 2013

RESUMEN

Estudiaremos métodos combinatorios que permitan la construccién de superficies
compactas, esto con el fin de entender las mismas y asf poder dar una demostracién
completa del teorema de clasificacién topolégica de superficies.

Palabras y frases clave: superficie, espacio topolégico, espacio compacto, espa-
cio conexo, superficie orientable, triangulacién.

ABSTRACT

We study combinatorial methods that allow the construction of compact surfaces, in
order to understand it and be able to give a complete proof of classification theorem
for topological surfaces.

Keywords and phrases: surface, topological space, compact space, connected
space, orientable surface, triangulation.

1. INTRODUCCION

El problema de la clasificacién topolégica de variedades de n dimensionales
consiste en generar una lista completa y sin repeticiones de n variedades. Es
decir, cuando disponemos de una lista de n-variedades de manera que dos
miembros de la lista no son homeomorfos, y dada una n-variedad cualquiera
disponemos de un procedimiento para determinar a qué n-variedad de la lista
es homeomorfa.

En este articulo se presenta la demostracion completa del teorema de clasi-
ficacion de las 2-variedades. Se trata de una demostracion propia, aunque ins-
pirada por algunos referentes contemporaneos. Ademas de la idea de la
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combinatoria de las superficies, nos hemos basado en una generalizacion del
célebre Teorema de la Curva de Jordan.

2. PROBLEMA DE CLASIFICACION

El problema de la clasificaciéon de las superficies consiste en definir una
nocién de equivalencia entre las superficies y hacer una lista completa de re-
presentantes, de tal manera que cada superficie sea equivalente a un elemento
de la lista. La equivalencia es, naturalmente, la nocién de homeomorfismo.

3. CONSTRUCCION DE SUPERFICIES

Partimos de una familia finita de tridngulos equiléteros cerrados disyuntos
cuyos lados tienen igual longitud. Asi, si T es uno de estos triangulos y dT su
frontera, su interior se obtiene como int(T) = T - JT. Ademas, se asume que
cada frontera dT posee una misma orientacion prefijada. La idea para cons-
truir superficies consiste en pegar lados de los miembros de la familia. Como
cada lado se puede recorrer en dos sentidos posibles, hay dos formas de pegar
un lado sobre otro.

Formalmente, asignamos a cada lado una etiqueta y un elemento del con-
junto {+, -}. Con ello, se define una relacion de equivalencia en la familia de
tridngulos como sigue.

1. Cada punto de cada int(T) es equivalente a si mismo.
2. Dos lados con la misma etiqueta se identifican.

3. Elsentido de la identificacién depende de los elementos + o - asignados
a los lados que se pegan.

Proposicion 3.1. Sean una familia de tridngulos, un conjunto de etiquetas, asigna-
ciones de etiquetas y de signos +, - a los lados. El cociente de la familia entre la relacion
de equivalencia anterior es un espacio de Hausdorff compacto.

Demostracion. Llamemos X al cociente. Como la aplicacién cociente es conti-
nua, X es compacto. Sabemos que la condicién de Hausdorff es mas delicada.
Basta probar que la aplicacion cociente es cerrada, v. Munkres ([10], Lema
73.3). Para ello, consideramos un solo tridngulo T con una aplicaciéon cociente t :
T — X. El caso con mas tridngulos es similar. Basta mostrar que para cada
conjunto cerrado Cc T, ! (n (C)) = C' es cerrado en T. Ahora bien, C' consta

Rev. Ingenieria, Matemadticas y Ciencias de la Informacion
Vol. 1/ Nim. 1/ 2014; pag. 65-78



TEOREMA DE CLASIFICACION PARA 2-VARIEDADES 67
LEONARDQO SOLANILLA, OSCAR PALACIO, GUSTAVO HERNANDEZ

de puntos de C y de puntos de T que se pegan a puntos de C por = . Estos
puntos se caracterizan sencillamente. Para cadalado L de T, CNnL = Cyes un
subespacio compacto de T. Si L; es un lado de T que se pega con L por el
homeomorfismo h; : L; = L, el conjunto D} = C' N L contiene al espacio h;(Cy)).
Pero D es la unién de C; con los espacios h;(Cy;), donde los L; son los lados de
T que se pegan a L. La union es compacta y, por tanto, cerrada en L y en T.
Finalmente C' es la unién del conjunto Cy los conjuntos D;, donde los L son
los lados de T. Se concluye que C' es cerrado en T.

Notemos que, si el namero total de lados de la familia de tridangulos es 7,
este cociente queda determinado por un simbolo de la forma

€151€285...€,S;,,

donde ¢; es la etiqueta asignada allado iy s; € {+, -} es el signo asignado a dicho
lado. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 3.1 (Banda de Mobius). Consideremos los pares de tridngulos de la Figu-
ra 1 junto con los simbolosa-e+c-c+b-f-yb+g+d-d+a-h-respectivamente.
Con estos dos paralelogramos y el simbolo f-a-e+ b -b + g +a -h- se obtiene la banda
de Mobius.

Para garantizar que el cociente sea efectivamente una superficie, necesita-

mos precisar atin algunos puntos.
e g
) f

Figura 1. Banda de Médbius.
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Proposicion 3.2. El espacio cociente obtenido en la Proposicion 3.1 es una superfi-
cie si y solamente si se cumplen las condiciones adicionales siguientes.

1. A cada etiqueta le corresponden exactamente dos lados (de triangulos
distintos o del mismo tridngulo).

2. Cada vértice en dicho cociente posee una vecindad homeomorfa a
una abierto de R”.

3. El cociente es conexo.

La demostracion de esta proposicion se puede encontrar en [14] Antes de
proseguir, veamos algunos ejemplos de superficies.

Ejemplo 3.2 (Plano proyectivo). También se pueden obtener superficies no
orientables. Los tridngulos de la Figura 2 y el simbolo b +a + c-c+ b+ a+ ilustran
una manera de obtener el plano proyectivo. La confeccion de un “bonnet croisé”, cf.
Fréchet y Fan ([4], p. 48), en una esfera es tal vez la manera mds sencilla entender
esta superficie.

Los ejemplos presentados ilustran dos técnicas geométricas basicas, a
saber: el pegado de tridngulos y el corte de poligonos. Iniciemos con el pegado
de tridngulos. Supongamos que tenemos dos tridngulos equilateros disjuntos

Figura 2. Plano proyectivo.
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T1 y Ty, con vértices sucesivos (orientacion usual) {vy, vy, v3} v {ug, up, us}
respectivamente. Construyamos el espacio cociente pegando la arista v,v; de
T; con la arista uqu; de T,. De esta forma, obtenemos un espacio de Hausdorff
compacto homeomorfo a un cuadrado. El proceso se puede generalizar a
cualquier familia de tridngulos equiladteros para construir cualquier poligo-
no regular. Pasemos al proceso inverso. Sea P un poligono regular con vér-
tices sucesivos py, pa, ..., Pu Pns1 = P1 Y centro c. Sean {Ty : 1 < k : < n} los
tridngulos de vértices sucesivos cpy, pa, cpa, P3, ..., CPyp1 T€SPectivamente.
Ellos constituyen una division o corte de P en tridngulos equilateros. Por lo
tanto, podemos cambiar los tridngulos por poligonos regulares. Esta prac-
tica es comun en los textos sobre el tema, v.e.g. Munkres [10].

Se sigue del parrafo anterior que es posible obtener nuevas superficies a
partir de cuadrados y demas poligonos regulares. En particular, esto agiliza la
construccién de las sumas conexas. Por ejemplo, es posible pegar dos toros por
los huecos que dejan partes conexas en cada uno de ellos. El detalle de la suma
se presenta en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.3 (2-toro). Los poligonos de la Figura 3 con el simbolob-a+b+a-
f-f+c-d-c+d-producen la suma conexa de dos toros, una superficie que también

se conoce con el nombre de 2-Toro.

El procedimiento se puede generalizar inductivamente para obtener la suma
conexa de un namero finito cualquiera de toros.

c a
I
d
& a

Figura 3. 2-Toro.

12
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También es posible realizar sumas conexas de planos proyectivos.

Lo encontrado hasta el momento prueba que algunas superficies pueden
construirse a partir de familias finitas de poligonos regulares y ciertos simbo-
los. En seguida, emprenderemos la labor de demostrar que todas las superfi-
cies se pueden obtener por este procedimiento.

4. TRIANGULACIONES

La altima proposicién coincide, ademas, con la definicion de triangulacion
de la geometria elemental, v.e.g. Stoker ([11], p. 212). Como alternativa, pode-
mos caracterizar esta nocién a partir de los fundamentos de la teoria de los
grafos no dirigidos. Para ver la relacién, notemos que la forma de pegar fami-
lias de tridngulos en la Proposicion 3.2 determina un grafo conexo cuyos vérti-
ces y lados coinciden con los de los triangulos. También se puede decir que el
grafo se encaja topoldgicamente en la superficie. En este caso, decimos que
este grafo es un triangulacion de la superficie y que ella esté triangulada. Asu-
miremos que la familia tiene al menos cuatro triangulos y que los lados del
grafo no son maltiples.

Lema 4.1. Si G es un grafo 2-conexo y H es un subgrafo 2-conexo de G, entonces G
se puede obtener a partir de H por adiciones sucesivas de caminos de tal manera que cada
uno de estos caminos junte 2 vértices distintos en el grafo intermedio y tenga todos los
otros vértices fuera de dicho grafo.

El ingrediente mas importante para la demostracion que nos ocupa es, sin
embargo, la siguiente version fuerte del Teorema de la Curva de Jordan, v.
Thomassen ([12], p. 123).

Teorema 4.1 (Jordan-Schonflies). Si f: C — C'+ es un homeomorfismo entre dos
curvas cerradas simples C y C' el en el plano, entonces f puede extenderse a un
homeomorfismo de todo el plano.

Un grafo plano es un grafo encajado topolégicamente en el plano euclidiano.
También usaremos lo siguiente.

Lema 4.2. Sean G, G' grafos planos 2-conexos, § un homeomorfismo e isomor-
fismo de grafos de G sobre G'. Entonces § puede extenderse a un homeomorfismo

del plano.

Con lo anterior enfrentamos el resultado central de esta seccidn.
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Teorema 4.2. Toda superficie es triangulable.

Demostracion. Hemos adaptado la prueba de Thomassen [12] a nuestra pre-
sentacién, con mayor despliegue de detalles. Sea S una superficie. Sabemos
que para cada p € S, existe un disco abierto D del plano que es homeomorfo
a una vecindad abierta U de p en S mediante una parametrizaciéon v : D — U
En D es posible dibujar dos tridngulos (cerrados) T; y T, tales que

p e int((T7)) C int(H(T5)).

Como S es compacta, existen un conjunto finito {p;, - - -, p,,} de puntos para
los que se puede repetir la construccién anterior de tal suerte que

S = U ir'll-('i,"‘/‘;; ('le)).

k=1

No hay inconveniente alguno en suponer que los dominios Dy, ..., D, son
tijos y disjuntos dos a dos en el plano. Lo que si cambiaremos segtin convenga
serdn los homeomorfismos «,1 < k < n,, sus correspondientes recorridos
U, c S y los tridangulos Ty;. En concreto, vamos a probar que los Ty, ..., Ty,
resultantes de cierto procedimiento, producen el grafo buscado.

Basta con mostrar que cada subconjunto de dos elementos de

{0 Y1(Th), -, 0P (Thn) } )

tiene interseccion finita. En este caso, el grafo G = U7_,dv;(7};) tiene la propie-
dad de que cada componente conexo de S - G esta encerrado por un cierto
camino cerrado (o ciclo) en G. Para cada ciclo C de estos se puede construir un
poligono regular convexo plano P cuyos vértices se correspondan con los vér-
tices de C. Luego de dividir los poligonos en triangulos equilateros e identifi-
car los lados que correspondan, se obtiene una superficie S' . En virtud del
Teorema 4.1, Sy S' son homeomorfas. La Figura 4 puede ayudar a compren-
der este proceso.

El argumento se realiza por induccién suponiendo que Tyq , ..., Ty
han sido ya elegidos de tal forma que cada par de elementos de {dy;(T1;) :
1 <j<k-1} tengan interseccion finita en S. Si 9¥x(T1k) sigue teniendo inter-
seccion finita con aquellos, no hay nada que probar. Si no, tiene infinitos
puntos en comun con alguno de ellos. Consideremos la relacion de v.(7x;)
con las iméagenes respectivas de Ty, ..., Ty.1). Para ello, introducimos al-
gunos conceptos tutiles.
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Figura 4. Las fronteras de los tridngulos tienen interseccion finita.

Un segmento malo (en el sentido de Thomassen) de ;(7';), 1 <j <k -1 fijo, es

* unsegmento dev;(11;) (es decir, laimagen bajo «’; de un segmento recto
que une dos puntos de 7';) que, ademas,

* une dos puntos de v, (97y) de tal suerte que todos los puntos restantes
yacen en int (i, (Ty)).

Un segmento pésimo (en el sentido de Thomassen) de #;(73;), 1 <j<k-1
1fijo, es

* un segmento malo de v;(7};), tal que

* existe un tridngulo ;. (T3;) entre ¢, (Ty;) v ¢ (T) que lo interseca, pero
no interseca a ningtin otro segmento malo de ;(7};).

La Figura 5 sugiere la situacion; en ella, los segmentos son rectos para
facilitar el entendimiento. Al recorrer 1 <j<k-1, se encuentra que el conjun-
to total de segmentos malos puede ser infinito, mientras que el conjunto de
segmentos pésimos es siempre finito. También, luego de recorrer los trian-
gulos Tyq , ..., Ty, se halla una region 4;(Vy,), encerrada por una curva
poligonal cerrada simple, en int (v (75)) tal que int(¢x(Tiy)) € int(vn(Var)).
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U(0Tor)

Segmento
pésimo

Figura 5. Segmentos malos y pésimos.

Dicha curva dvy(V3,) interseca los segmentos pésimos pero no interseca los
demas segmentos malos.

La unién de los segmentos pésimos con @y, (75,) forma un grafo 2-conexo I'.
Por el Lema 4.1, podemos reconstruir copias de I' dentro de v.(7%;) para obte-
ner grafos I'” (isomorfos planos con I, cuyos lados son arcos poligonales sim-
ples). Ahora aplicamos el Lema 4.2 para extender el isomorfismo plano de I"
sobre cierto I'" en un homeomorfismo de (T%) que deja fijo a dyy,(Ty), ©.
Figura 6.

Figura 6. Remocion de los segmentos pésimos.
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Mediante este homeomorfismo, v, (71;) v ¥1(Va) se convierten en regiones
Ur(Rik) ¥ Ui(Rsi), encerradas por curvas cerradas simples. También, se tiene
que pr € int (v (Ry)) € int(yr(Rsy)). Para terminar el proceso inductivo, se toma
(una parte triangular de) . (R3.) enlugar de ¥« (T1x). Con esto, los subconjuntos
binarios de {v,(07},), ..., (97T;)} tienen interseccion finita.

5. CLASIFICACION

Con lo anterior queda claro que toda superficie es homeomorfa a una obte-
nida como un cociente de un conjunto finito de tridngulos segtin un simbolo,
de acuerdo con las normas explicadas antes. De esta forma, el problema de
clasificacion de todas las superficies se reduce a la clasificaciéon de las superfi-
cies trianguladas. Veamos.

Proposicion 5.1. Sea S la superficie obtenida de una familia de m poligonos segiin
el simbolo inicial ty+ t; + wy + ... w,,+. Si e es una nueva etiqueta y ty+, t;+ constan de
al menos dos segmentos, entonces S se puede reconstruir a partir de los de m+1 poligonos
segtin el nuevo simbolo ty+ e - e + t;+ w, +... w,,+. Reciprocamente, si S se obtiene como
el cociente de m + 1 poligonos por el nuevo simbolo, también se puede obtener de m
poligonos mediante el simbolo inicial, donde e es una etiqueta diferente a las que aparecen
en dicho simbolo inicial.

Esta proposicién muestra solamente una de las operaciones basicas que se
pueden realizar en una familia de poligonos y que no cambian la superficie
resultante S. Tal como uno quisiera, ellas se pueden definir por medio de los
simbolos. He aqui la lista de dichas operaciones. Todas ellas son reversibles.

1. Cortar. El simbolo w, + = t, + t;+ se puede remplazar por ty + e - e + t;+
siempre y cuando e sea una nueva etiqueta y ¢y+ y t;+ contengan al me-
nos dos segmentos.

2. Pegar. El simbolo tj + e - e + t;+ se pueden cambiar por ¢, + 1+ cuando e no
aparezca en ningtn otro simbolo.

3. Reetiquetar. Se pueden cambiar todas la apariciones de una etiqueta por
otra etiqueta y viceversa.

4. Reorientar. Se puede sustituir + por - y viceversa en todas las apariciones
de una etiqueta.

5. Permutar (ciclicamente). Cualquier w;+ se puede remplazar por una de las
permutaciones ciclicas de sus elementos.
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6. Invertir. wi+ = a;; + ...a;,+ se puede cambiar por su inverso w;- = a;, - ...a;-.

Lo anterior nos conduce a establecer algunas nociones clave. Dos simbolos
sobre familias de poligonos son equivalentes si uno de ellos se puede obtener
a partir del otro por medio de una sucesion finita de las operaciones basicas 1
a7.No es dificil ver que se trata efectivamente de una relacién de equivalencia
en el conjunto de simbolos de superficies. También, dos superficies son
homeomorfas si y solo si las clases de equivalencia de sus simbolos coinciden.
La siguiente proposicion muestra la utilidad de este resultado.

Proposicion 5.2. La botella de Klein es homeomorfa al 2-plano proyectivo.

Demostracion. Es suficiente mostrar que el simbolo a + b + a - b+ de la botella
de Klein es equivalente al simbolo a + a + b +b+ del 2-plano proyectivo.

Un simbolo w+ = w; + w, + ... w,,+ para una familia de poligonos Py, P, ...,
P,, es propio si cada etiqueta aparece solamente dos veces en él. Claramente,
los simbolos que estamos considerando son propios, pues producen superfi-
cies. Después de mirar en detalle los ejemplos realizados hasta ahora, se puede
llegar a clasificar los simbolos de las superficies orientables y no orientables
segun sus simbolos, tal como se explica en breve. Ademads, es suficiente con
considerar un tnico poligono P, en lugar de una familia.

Definicién 5.1. Sea w+ un simbolo propio para un poligono P. Decimos que w+ es
torico si cada etiqueta aparece una vez junto al signo + y una vez junto al signo -.
Decimos w+ que es proyectivo, si no es torico.

Estas dos opciones son excluyentes y cubren todos los casos posibles en la
construccion de superficies. Una primera explicacion de lo que pasa en el se-
gundo caso queda resuelta por lo que sigue.

Lema 5.1. Si w+ es un simbolo proyectivo para un poligono P, entonces equivale a
uno del mismo niimero de elementos y de la forma

(a7 + art) (ap + axt)... (a + g +)wy+,

para cierto k =1, donde w;+ es vacio o térico. Los paréntesis son una ayuda
para la vista.

De esta manera, un simbolo que produce una superficie es ya térico, ya de
la forma (a; + a;+) (a; + ay+)... (ax + a;+) o ya dela forma (a; + a;+) (a, + ax+)... (ax
+ i+ )wyt, wyt torico. Claramente, el segundo caso es una suma conexa de
planos proyectivos. El primer caso (puramente térico) y el tercero se resuelven
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respectivamente por medio de los siguientes lemas, cuyas demostraciones son
del mismo talante de la anterior. Diremos que un simbolo térico esta reducido
cuando todas las ocurrencias x - x+, para cierta etiqueta x, han sido eliminadas
por la operacion de pegado.

Lema 5.2. Si w+ es propio de la forma wy + wy+, donde w1+ es torico reducido,
entonces w+ es equivalente a un simbolo de la formawy+a+ b +a-b-w,+, donde wy+
es vacio o torico. Ademds, a + b + a - b - w,+ tiene tantos elementos como wq+.

Lema 5.3. Si w+ es un simbolo propio de la formawy+c+c+a+b+a-b-w;+,
entonces w+ es equivalente a uno de la forma=wy+a+a+b+b+c+c+w;+.

Con esto, tenemos a la mano todos los elementos para culminar nuestro
proposito.

6. CONCLUSION

Teorema 6.1 (de Clasificacion). Sea S una superficie cociente obtenida pegando
lados de un poligono reqular. Entonces, S es homeomorfa bien sea a la esfera, bien a un n-
toro, bien al plano proyectivo, bien a un m-plano proyectivo.

Demostracion. Sea w+ el simbolo de al menos cuatro etiquetas que produce
S. Probaremos que w+ pertenece a una de las clases de equivalencia siguientes.

l.a+a-b+b- (esfera),

2.a+ b +a + b+ (plano proyectivo),

3. (a1+ m+) (ap + apt)... (a, + a,+ ), m 22 (m-plano proyectivo),

4. (ay+by+a;-by-) (ap+by+ay-by-)...(a,+b,+a,-b,-),n=1(n-toro).

Supongamos que w+ es térico. Si w+ tiene cuatro etiquetas, es de la forma a
+a-b+b-odelaformaa+b+a-b-.El primero es dela forma (1) y el segundo
de la forma (4). Continuemos ahora por induccion sobre el nimero de etique-
tas. Supongamos que w+ tiene mas de cuatro etiquetas y estd reducido. El
Lema 5.2, con wy+ = ¢, implica que w+ es equivalente a un simbolo igual de
largo de la forma w, =a + b + a - b - w3+. Ademas, w;+ es diferente de vacio
(w+ tiene mas de cuatro etiquetas) y es torico reducido. Aplicando reiteradas
veces el mismo procedimiento obtenemos un simbolo de la forma (4).

Siw+ es proyectivo y contiene cuatro etiquetas, el Lema 5.1 asegura que w+
se puede escribir como a + a+ b + b+ o como a + a + b - b+. El primero es de la
forma (3). El segundo, mediante t;+ = t,+ = b+, se vuelvea + a + t; - t,+. Por los
argumentos usados en la demostracién del Lema 5.1, el simbolo se convierte
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ena+t +a+tyt=a+b+a+b+. Esdecir, es de la forma (2). Si w+ tiene mas de
cuatro etiquetas, el Lema 5.1 garantiza que w+ es equivalente a cierto w'+ = a4
+ay + ... a; +a,+wy+ conk > 1y wy+ torico. Si éste tltimo es vacio, logramos la
forma (3). Si no es vacio, puede tener términos adyacentes con la misma eti-
queta. Asi, w' + es equivalente a un simbolo proyectivo més corto y simple-
mente usamos la hipétesis de induccién. Si w'+ ya estd reducido, el Lema 5.2
arroja que es equivalente a ciertow"+ =a + a1 + ..y +tap +a+ b +a-b-wyt,
donde w,+ es vacio o térico. Luego, por el Lema 5.3, w"+ es equivalente a
algnay +a;+ ..y +ata+a+b+b+w,.

Aplicando varias veces este procedimiento se consigue un simbolo de la
forma (3).
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RESUMEN

La telefonia basada en el protocolo IP (VolP) es el concepto tecnolégico que com-
prende a todos los mecanismos necesarios para lograr realizar llamadas telefénicas
y/o sesiones de videoconferencia a través de redes de datos, permitiendo servicios
de telefonia a costos minimos y de fécil implementacién e integracién con la red de
datos propia de cualquier empresa; y es por estas caracteristicas que los productos
VolP han tenido una muy rapida y amplia aceptacién en todo rango de empresas, uso
domestico y ofros ambientes que requieren de soluciones de telefonia, pero debido
a la concepcién de la telefonia como mecanismo seguro de transmisién de informa-
cién y la visién sesgada de que los mecanismos de seguridad son solo gastos inne-
cesarios o que son procesos engorrosos que disminuyen la facilidad de uso de
cualquier tecnologia, se pueden llegar a implementar de manera muy insegura o con
poca preocupacion en este rublo, soluciones VolP vulnerables y con resultados ca-
tastréficos en el manejo de informacién sensible compartida en conversaciones tele-
fonicas confidenciales.

El presente articulo busca presentar los conceptos y conclusiones que han sido resul-
tado de un proyecto de investigacién basado en descubrir y detectar cuales son los
grandes inconvenientes que acechan a la tecnologia VolP y encontrar cuales son las
soluciones mds innovadoras que esta presentando la comunidad de la seguridad de
la informacién a nivel global; para asi lograr concientizar a los profesionales de la
seguridad y a cualquier actor implicado en una solucién VolP que aparte de los
beneficios propios de este tipo de tecnologia, esta viene de la mano con vulnerabili-
dades y problemas de seguridad que hay que tener en cuenta y que son comunes en
cualquier fipo de tecnologia emergente; pero que a su vez no todo el panorama es
sombrio y que existen soluciones de seguridad VolP que garantizan la integridad,
disponibilidad y confidencialidad de la informacién que circula en forma de voz y/o
video en las redes VolIP.

Palabras clave: VolIP, SIP H323, H.235, RTR SRTP, gestor de llamadas, terminales
VolP suplantacién, espionaije, denegacion del servicio (DoS), fuzzing, sefalizacion,
seguridad.

ABSTRACT

Voice over Internet Protocol (VolP) is the technology concept that includes all the
necessary mechanisms for making phone calls and video conferencing sessions through
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data networks; allowing telephony services at minimal costs with an easy structure
implementation and simple integration with any company data network; and is for
these unique features that the VolP products have a very fast and wide acceptance in
whole range of companies, local telephony deployments and other environments that
requires telephony solutions, but due to the widespread idea that the phone service is
a secure way of transmitting information and the biased view by some employees
indicating the security mechanisms are just unnecessary expenses or cumbersome
processes that decrease the ease use of any technology may limit some developments
of VolIP solutions and the vulnerable VolP networks can generate catastrophic results
in managing of sensitive shared information which is transmitted on confidential
telephone conversations.

This article pretend to present the concepts and conclusions which have been the
result of a research project based on discovering and detecting the major drawbacks
and weaknesses proper the VolP technology and find out which are the most innovative
security solutions that are presenting by the international research community of
matters related to information security; and this is for generate awareness among
security professionals and any player involved in a VolP solution that apart from the
profits of this technology there are serious security problems and vulnerabilities that
must be taken into account and that are common in any type of emerging technology;
but dear reader should keep in mind that not all the scene is dark and there are VolP
security solutions that ensure the integrity, availability and confidentiality of the
information circulating in the form of voice and / or video in VoIP networks.
Keywords: VolP, SIP H323, H.235, RTP, SRTP, Call manager, VolP terminals,
impersonation, wiretapping, denial of service (DoS), fuzzing, data signaling,
information security.

INTRODUCCION

La percepcion sobre la idea de la seguridad informatica, ha estado en boga
a nivel empresarial en los Gltimos afios y se ha convertido en una necesidad,
mas que en un compromiso, frente a una tendencia competitiva cada vez mas
enfocada al uso de nuevas tecnologias y por ende a mejorar su participacion en
la Internet; pero esto ha abierto las puertas a un nuevo enemigo, el atacante
informaético, que busca aprovecharse de la falta de robustez de seguridad de
las tecnologias emergentes, de las vulnerabilidades propias de cualquier nue-
vo proceso de comunicacion y de la poca concientizacion de los usuarios de lo
importante que es la informacién; para asi lograr afectar de manera negativa a
cualquier empresa a nivel internacional sin mucho esfuerzo o conocimiento
técnico. Y si a lo anterior, lo contextualizamos en una época como lo es la
actual, en donde todas las grandes organizaciones estan extendiendo el uso de
redes VoIP (Voice Over Internet Protocol) como mecanismo potenciador de su
infraestructura de comunicaciones y también como fuente de reducciéon de
costos. Pero no se esta teniendo en cuenta que el ambiente de riesgos asocia-
dos alasredes VolP, se encuentra en constante incremento, ya que los atacantes
han descubierto que este ambiente es muy propicio para poder recolectar in-
formacién empresarial de manera fécil y efectiva.
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Asi que el fin de este articulo es poder exhibir a cualquier lector interesado,
un escrito enfocado a exponer las vulnerabilidades de la redes VoIP; que en la
actualidad son una gran fuente de informacion sensible que un atacante puede
adquirir y comprender de manera muy fécil, y también se busca el poder pre-
sentar cuales son algunas de las mas nuevas e innovadoras tendencias en segu-
ridad VolP; las cuales pueden llegar a ser fuente de inspiracién de nuevas
tecnologias de seguridad o llegar a ser base para proteger la informacién com-
partida sobre este tipo de redes en cualquier empresa interesada.

(QUE ES LA VoIP?

Para poder iniciar de la mejor manera el estudio sobre la seguridad en la
telefonia sobre el protocolo de Internet (VoIP) hay que conocer que es la VoIP;
asi que se inicia explicando que la tecnologia de voz sobre el protocolo IP, se
refiere a el concepto tecnolégico que engloba las metodologias, tecnologias,
protocolos de comunicacién y técnicas de transmision que se utilizan para la
distribucion de sesiones de video (videoconferencias) y de comunicaciones de
voz a través de redes basadas en el protocolo de Internet (IP), esto quiere
decir que se envia la sefal de voz y/o video en forma digital en paquetes de
datos, enlugar de enviarla en forma analoga a través de los circuitos cableados
que son exclusivos de la telefonia convencional, como lo son las redes PSTN
(Public Switched Telephone Network); asi que bajo este concepto hay que te-
ner en claro que los datos de voz y video bajo la tecnologia VoIP, viajan en
redes de propédsito general y que estan basadas en paquetes en vez de la tipica
linea telefénica basada en circuitos.

Una de las ventajas de la tecnologia VoIP es que se permite controlar el
trafico delared, por lo que se disminuyen las posibilidades de que se produz-
can caidas importantes en el rendimiento del servicio telefénico; ademas es
independiente del tipo de red fisica que lo soporta, permitiendo asi la integra-
cion con las grandes redes de datos actuales.

En lo referente al concepto de seguridad en redes VoIP, aun es deficiente;
debido a que los protocolos y codecs utilizados son parcialmente nuevos y por
ende vulnerables, permitiendo asi a un agresor poder realizar ataques de de-
negacion de servicio, grabar conversaciones y/o acceder a buzones de voz de
manera relativamente facil; lo cual puede comprometer de manera alarmante
la informacién sensible de una compania.

Ahora, un aspecto que hay que tener muy presente al momento de analizar
que es la VolIP, es que los protocolos VoIP son los que permiten a dos o mas
dispositivos transmitir y recibir audio y/o video en tiempo real, lo cual es la
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base que permite soportar el servicio de llamadas bajo el protocolo IP y que los
protocolos mas altamente utilizados al momento de generar soluciones de VoIP
son el Protocolo de Inicio de Sesion (SIP - Session Initiation Protocol) y la
familia de protocolos H.323; pero existen distintas configuraciones entre pro-
tocolos y elementos de red, que pueden ser utilizados en la implementacién de
una solucion VolP, lo cual genera confusién y permite a cualquier atacante
aprovecharse de esta falta de regulacion; asi que por esto exhibimos cuales son
los elementos basicos de una soluciéon VolP; en lo que refiere a dispositivos de
red, son dos los dispositivos fundamentales:

* Terminales: Un teléfono VoIP o terminal VoIP es el dispositivo utilizado
para iniciar y recibir llamadas; y es el tipo de terminal llamado Softphone
el que es mas utilizado al momento de implementar una solucion VolP, ya
que este es una herramienta VolP basada en software que permite a cual-
quier computador de escritorio o teléfono de inteligente poder realizar
y/ o recibir llamadas VoIP; esta es una solucién muy practica y de bajo
costo para implementacion de terminales VoIP, pero puede ser facilmente
atacada por cualquier usuario mal intencionado, puesto que al ser una
herramienta basada en software, puede ser transgredida mediante dife-
rentes técnicas de ataque que se basan en las vulnerabilidades propias de
cualquier solucién de esta indole.

* Gestor de llamadas (Call Manager): Este dispositivo de tipo servidor, es
el encargado de identificar y encontrar las diferentes terminales de una
infraestructura VoIP al momento de gestionar una llamada telefénica; en
pocas palabras este es el encargado de proporcionar las funcionalidades
de una central telefénica (PBX) a cualquier solucién VoIP y ademés es el
responsable de la autentificacion de los usuarios que interacttan con la
red VoIP. Este es el dispositivo que més ataques recibe al momento de
tratar de comprometer una solucion de VolP, ya que si un atacante logra
controlar y/o engafar al gestor de llamadas, puede desde hacerse pasar
por un usuario legitimo de la red VolP hasta escuchar llamadas privadas
entre los usuarios de la solucién VolP, pudiendo asi comprometer la inte-
gridad y confidencialidad de dichas llamadas telefonicas.

Ya habiendo visto cuales son los dos dispositivos de red VoIP basicos, pa-
samos a ver los protocolos VoIP que més ampliamente son utilizados al mo-
mento de generar una solucién VolP.

A. SIP (Session Initiation Protocol - Protocolo de Inicio de Sesion)

El Protocolo de Inicio de Sesién o SIP, fue estandarizado por el Internet
Engineering Task Force (IETF) y es el protocolo genérico de cualquier solu-
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cion VolP, ya que es considerado en la actualidad como el estandar para sefia-
lizacién multimedia (video y audio) en redes IP, puesto que este fue disefiado
para soportar cualquier clase de sesién de comunicacion bidireccional y esto
incluye a las llamadas VolP, tal como se especifica en el RFC 3261'. Su funcio-
namiento es muy bésico al ser un protocolo genérico, en si lo que hace este es
gestionar todas las solicitudes que son enviadas al servidor SIP (gestor de
llamadas) por los distintos clientes SIP (terminales), entonces el servidor SIP
procesa dichas solicitudes de comunicacion y las responde a los clientes SIP,
enviando los respectivos mensajes de respuesta SIP; pero a diferencia de los
demas protocolos IP, las implementaciones VoIP deben estar instaladas tanto
en el cliente SIP como en el servidor SIP, para que asi cualquiera de las dos
partes pueda iniciar o finalizar las llamadas IP; este mecanismo de funciona-
miento se detalla en la figura 1.

Tal como se puede observar, la arquitectura SIP maneja un disefio muy
parecido al modelo transaccional de solicitud/respuesta de HTTP; puesto
que en ambos modelos su transacciéon consta en una solicitud de un cliente o
usuario que invoca a un método en particular o funcién especifica del servi-
dor y este responde a el cliente de acuerdo a la respuesta dada por el méto-
do o funcién ejecutada. El protocolo SIP reutiliza la mayora de campos de
cabecera y reglas de codificacién de HTTP, lo cual hace que su funcionamien-
to sea fluido en cualquier red basada en protocolo IP, pero lo hace muy
sensible a ataques basados tanto en vulnerabilidades del protocolo SIP como
en las del protocolo HTTP.

SIP

SIP
SIP

2
SIP /

Cliente SIP

SIP

&

(‘lien'te SIP Servidor SIP Servidor SIP

REGISTER > < REGISTER
b 100Trying 100 Trying »
2000K »
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Figura 1. Arquitectura SIP?

1 H. SCHULZRINNE, E. SCHOOLER Y J. ROSENBERG; «SIP: Session Initiation Protocol» RFC 3261, 2002.
2 Ibidem.
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B. H323

La familia de protocolos H.323 fue presentada por el ITU Telecommunication
Standardization Sector (ITU-T) como mecanismo para proveer sesiones de
comunicacion audio - visual sobre cualquier red basada en paquetes y ha sido
ampliamente adoptada por el sector empresarial debido a su facil integracion
alasredes de telefonia tradicional PSTN (Public Switched Telephone Network),
ya que el protocolo H.323 es un protocolo binario lo cual se acopla perfecta-
mente a la l6gica de funcionamiento de las redes PSTN. Los protocolos que
son el nucleo de la familia H.323 son los siguientes:

H.225 (RAS): Este protocolo permite el registro, admision y estatus de la
comunicacion entre los agentes H.323 (terminales) y el servidor de llamadas
H.323 (gestor de llamadas), y es este protocolo encargado de proveer la reso-
lucién de direcciones y los servicios de control de admisién a la red VolIP.

H.225: Es el encargado de realizar el proceso de sefalizacion de las llama-
das y este es implementado entre los agentes H.323 (terminales).

H.245: Es el protocolo que esta comisionado para el control de la comuni-
cacion multimedia, ya que este es el que describe los mensajes y procedi-
mientos que son utilizados para el establecimiento y clausura de canales
légicos de comunicacion de audio, video y datos, junto con sus controles e
indicadores.

Protocolo de Transmision en tiempo Real (RTP): Es el protocolo utilizado
para enviar y recibir informacién multimedia (video, voz y texto) entre agen-
tes H.323.

Enlafigura 3 veremos el funcionamiento a grosso modo del protocolo H.323.

Los ABISMOS DE LA SEGURIDAD GENERADOS POR LA VOIP

La mayoria de los usuarios no técnicos de las redes telefénicas que se
basan en el protocolo de Internet; que casi siempre son los que toman las
decisiones al momento en invertir en tecnologia mas por costos que por se-
guridad o calidad del servicio; manejan un concepto erréneo de una seguri-
dad implicita sobre el manejo de la informacién que comunica mediante
llamadas telefénicas via VoIP, ya que estos usuarios estan seguros de que la
informacién esté llegando de manera segura al destinatario que ellos desean
y que no existe nadie mas «escuchando» dicha comunicacién; pero hay que
aclarar que esta manta de seguridad fue adquirida por dichos usuarios debi-
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Figura 2. Funcionamiento del protocolo H.3233

do a su interaccion cotidiana con las redes de telefonia convencional (PSTN -
Red Telefénica Conmutada), que si poseen mecanismos seguros como lo son
su perimetro y su seguridad fisica por defecto; pero la estructura propia de
la Internet elimina dichas barreras permitiendo que atacantes puedan apro-
vechdndose de la versatilidad (busqueda de vulnerabilidades) y prolifera-
ciéon (masificacion de puntos de ataque) de redes basadas en Internet,
permitiendo asi la materializacién de incidentes de seguridad que pueden
afectar seriamente el buen nombre de cualquier compafia y poner en riesgo
su competitividad en un mercado (cualquiera que este sea) cada vez mas
desafiante y complejo.

3 VARIOS; «Packet-Based Multimedia Communications Systems» [TU-T Recommendation H.323, 2003.
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Otro aspecto a tener en cuenta al momento de evaluar cuales son los puntos
débiles en la seguridad de los ambientes VoIP, es que esta es una tendencia de
comunicacion parcialmente nueva, y que por ende existen varios protocolos y
tecnologias de implementacién que aun se encuentran en estado emergente y
que por esto pueden generar brechas de seguridad debido a su falta de robus-
tez; y esto sumado a posible negligencia al no adoptar buenas précticas de
seguridad al momento de gestionar una solucién VolP, se puede llegar a gene-
rar una red VoIP altamente insegura y que puede llegar a ser bastante nociva
a la informacién sensible que circula por dicha solucién.

Pero aunque la seguridad en soluciones de VoIP puede llegar a ser compli-
cada de aplicar, pero no es imposible; lo que hay que tener muy presente y ser
consientes, como responsables de la seguridad de la informacién, es que los
agresores informaticos estan viendo a las redes VoIP como un nuevo punto de
ataque, debido a que un ambiente VoIP desprotegido les puede dar acceso a
informacién sensible de manera rapida y de «fécil» captura en un ambiente de
comunicacion vulnerable.

CATEGORIAS DE ATAQUE A SISTEMAS VOIP

Ya habiendo visto cuales son las falencias de seguridad que se pueden pre-
sentar al momento de implementar un sistema de comunicaciones telefénicas
basado en el protocolo IP; pasaremos a ver cudles son las alternativas de agre-
sion mas ampliamente utilizadas por los atacantes informaticos al momento de
comprometer la integridad, disponibilidad y confidencialidad de la informa-
ciéon que circula por una red VolP.

A. Espionaje y analisis de trafico VoIP

En esta tendencia de ataque a sistemas VoIP, lo que un usuario mal inten-
cionado busca es poder monitorear y en su efecto escuchar las llamadas telefo-
nicas desprotegidas realizadas por dos o0 mas terminales bajo cualquier protocolo
VolIP, logrando asi socavar la confidencialidad e integridad de la informacién
sensible que se manipula y distribuye por dicho medio.

Las dos técnicas de ataque que son genéricas o meta-ataques utilizados bajo
esta tendencia son:

¢ Analisis de trafico VolIP: Esta técnica busca estudiar como las terminales
VoIP se comunican entre si; mediante la realizacién de un exhaustivo estu-
dio del comportamiento y estructura de los paquetes VolIP que transitan a
través de la solucion de telefonia IP que esta siendo auditada o atacada,
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junto con una investigacion de los protocolos VoIP y de red utilizados en
la infraestructura de comunicacién y las direcciones IP involucradas al
momento de realizar las llamadas telefonicas; y es con esta informacién
que el atacante puede estructurar su estrategia de ataque, moldedndola
bajo los aspectos especificos de la red VoIP a comprometer

* Eavesdropping (Espionaje): Esta técnica de ataque es la que mas afecta
a las soluciones de telefonia IP, ya que es en esta donde un atacante
pueda escuchar las llamadas realizadas entre dos terminales VoIP; este
modelo de ataque es el comtnmente llamado «pinchado» de llamadas,
que tan cominmente escuchamos en el ambiente politico colombiano en
los altimos tiempos. Esta técnica de ataque se materializa bajo el tipo de
ataque llamado Man-in-the-Middle (MitM) donde el atacante que ha lo-
grado tener acceso a la red que soporta a la solucién VolIP puede colo-
carse entre dos terminales VoIP para asi lograr escuchar y almacenar en
formato de audio las llamadas realizadas entre estas dos terminales y
poder apropiarse de cualquier informacién sensible que haya sido co-
municada en dichas llamadas telefénicas.

Otras técnicas de ataque, mas especificas que se pueden apreciar bajo esta
clasificacion son las siguientes:

Sniffing (Andlisis de trafico) de transferencia de archivos de configuracién
TFTP

El atacante busca estudiar el trafico UDP (User Datagram Protocol), para des-
cubrir el nombre e informacién de los archivos de configuracién TFTP (Trivial
File Transfer Protocol) y asi descargarlos del servidor TFTP para su estudio.
Estos archivos contienen datos clave, como lo son passwords y nombres de
usuario, que son posteriormente aprovechados por el atacante para realizar
nuevos ataques con el uso de credenciales validas y poder ingresar a la solu-
cién VoIP como un usuario legitimo.

Escaneo de lared VoIP con pings TCP

En esta técnica, el atacante envia de manera aleatoria peticiones de conexién a
diferentes puertos de conexion TCP (Transmission Control Protocol); que son
los identificadores de las aplicaciones emisoras y receptoras en cualquier equi-
po de computo; entonces mediante esta técnica el atacante puede ver el compor-
tamiento de la conexién TCP/IP que soporta a la solucién VoIP y asi darse una
idea de la estructura y del funcionamiento del sistema VoIP que esta maneja.
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Escaneo UDP

El atacante envia cabeceras UDP (User Datagram Protocol) vacias a los puertos
UDP de la victima VoIP, y si la victima responde con un paquete UDP, indica
que el servicio esta activo y asi poder aprovecharse posteriormente de sus posi-
bles vulnerabilidades.

Enumeracion de usuarios y de extensiones

El atacante se aprovecha del método SIP Register, que es generado por el usua-
rio para el gestor de llamadas VolP que para este ataque es un servidor SIP, aqui
el atacante envia solicitudes de registro a varias extensiones y usuarios de la
red VolP, para asi poder listar las extensiones no utilizadas o los usuarios no
registrados.

Enumeracion de servidores TFTP

La mayora de teléfonos VolP utilizan un servidor TFTP (Trivial File Transfer
Protocol) para descargar el archivo de configuracion del teléfono; pero el servi-
dor TFTP no requiere de autentificacion para enviar el archivo de configura-
cién y es alli, que si el agresor logra comprometer a el servidor TFTP y envia
archivos de configuracién corruptos a el teléfono VolP puede configurarlos de
manera insegura o con vulnerabilidades que el atacante podra aprovechar en
futuras arremetidas.

B. Suplantacion

Esta clasificacion de ataques a sistemas VoIP agrupa a todos los ataques que
pueden suplantar la identidad de un usuario, terminal o servicio VoIP autori-
zado; para que asi el atacante pueda realizar redirecciéon de llamadas, acceder
alared VolP, ya sea a la informacién sensible que es transmitida por ella, o a
elementos fisicos de la red VoIP, o a servicios VoIP implementados, o a otros
activos VoIP que le interese comprometer.

Este tipo de ataques ocurren debido a la mala estructuraciéon y/o configu-
racion insegura de una red VolP; puesto que al existir estas falencias no se
puede confiar en el identificador de llamadas utilizado por el gestor de llama-
das y que es consultado por las terminales VoIP como método de verificacion
de la identidad del usuario que genera y/o recibe una llamada telefénica, o si
la terminal VoIP que estd implicada en el proceso de una llamada esta realmen-
te autorizada para realizar dicha funcion; ya que cualquier agresor puede rea-
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lizar una suplantacién a nivel digital utilizando muestras de voz, que puedan
haber sido capturadas en la misma red VolP, para asi poder hacerse pasar por
un usuario autorizado o de confianza para el receptor de la llamada y median-
te técnicas de modificacion de elementos de red, puede hacerse pasar por un
equipo o terminal VoIP autorizado.

Algunos ejemplos de ataques basados bajo esta metodologia son:

Ataques de Replay

Aqui un atacante utiliza de tonos de llamada (redes PSTN), muestras de voz o
paquetes de autentificacién VoIP validos que han sido previamente captura-
dos, para asi intentar pasar las llamadas realizadas por el atacante como lla-
madas validas en el sistema y/o engafar al receptor.

Suplantacion de Identidad

Este ataque es simplemente lograr que un usuario o terminal VoIP se haga pasar
por otro en lared VolP; la suplantacion de identidad como método de ataque en
unared VolIP puede llegar a ser muy efectivo al momento de querer tomar infor-
macién de una victima que confia en la extension y de la persona de quien le llega
la llamada. Este ataque se logra bajo el concepto de envenenamiento de ARP
(Address Resolution Protocol) que es poder relacionar la direccion MAC (Media
Access Control Addres) del atacante con una IP real de la red VoIP, logrando asi
pasar como una terminal VolP autorizada, y asi poder realizar y recibir llamadas
enlared VoIP comprometida.

Redireccion - Hijacking

En este tipo de ataque se busca que una de las terminales involucradas en
una llamada telefénica sea neutralizada y suplantada por una terminal
controlada por el atacante, para asi poder «secuestrar» la llamada realiza-
da. La suplantacion se puede realizar mediante el envenenamiento al servi-
dor DNS (Domain Name System), que en si es engafiar al servidor DNS,
utilizado en la red que soporta la solucién VolP para que este acepte la
veracidad de respuesta de DNS falsas, para asi poder direccionar a los equi-
pos VolP legitimos a terminales controladas por el atacante que se hacen
pasar por extensiones autorizadas de la compafifa. Este tipo de ataques son
utilizados para robar identidades, credenciales y otra informacién sensible
al hacer creer a un usuario legitimo que estd hablando con otro usuario de la
compafiia y que este se encuentra con los privilegios suficientes para poder
escuchar y tener acceso a dicha clase de informacién sensible que el atacante
solicita.
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C. Interrupcion del servicio de telefonia

Cualquier compafiia, sin importar su razén social, tiene a su red telefo-
nica como mecanismo principal de comunicacién directa con sus clientes,
proveedores, empleados y asociados; debido a que la comunicacién via te-
lefénica es mecanismo de intercambio de informacién que es mas amplia-
mente utilizado y adoptado a nivel mundial. Por lo cual si se presenta
cualquier perturbacién en el funcionamiento habitual de este servicio, pue-
de afectar de manera negativa y significativa el buen funcionamiento de
cualquier organizacion.

Para nuestro caso, la interrupcién del servicio se aplica directamente a to-
dos los ataques que buscan impedir el servicio VoIP, incluyendo sus servicios
de acceso y de administracién; atacando a cualquier dispositivo de la red que
soporta a el servicio VolP, esto incluye a los servidores VoIP (Gestor de llama-
das), las terminales VoIP, routers y demds elementos de red que interacttian o
dan soporte a la infraestructura VoIP. Estos ataques pueden ser directos o de
manera remota, lo directos son cuando el atacante tiene acceso fisico al dispo-
sitivo de red y lo corrompe para que deje de funcionar correctamente, este
tipo de ataque incluye el corte de suministro de energia a dichos elementos de
red, para asi poderlos dejar completamente fuera de servicio; y los ataques
remotos son los que mediante el envio de paquetes VoIP o de peticiones de
conexién de manera indiscriminada y basdndose en las vulnerabilidades de
los protocolos VoIP, buscan congestionar y por ende bloquear a cualquier dis-
positivo de la red VoIP o de la red de soporte que utilice la solucién de VoIP a
comprometer, este tipo de ataques remotos son llamados ataques de DoS (De-
negacion de Servicio).

Algunos ejemplos de ataques basados bajo esta metodologia son:

Ataques DoS distribuidos

Este tipo de ataque Dos (Denial of Service), es donde el atacante logra tener
bajo su control a un gran ndmero de equipos de usuarios desprevenidos que
son capaces de realizar peticiones de conexién o llamadas VolP, formando
asi una red Zombie, con la cual el atacante realizard de manera indis-
criminada peticiones a la red VoIP de manera de avalancha aprovechando
que cada equipo Zombie puede generar miles de mensajes de conexién o lla-
madas VoIP a un tinico dispositivo; buscando asi inundar de paquetes VolP
al elemento de red victima y este termine siendo incapacitado debido a el
agotamiento de sus recursos.
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Ataques de inundaciéon de UDP

Es el tipo de ataque DoS (Denial of Service) mas utilizado por los atacantes,
debido a que las direcciones origen de los paquetes UDP (User Datagram
Protocol) son facilmente falsificables y también que la mayoria de dispositivos
VoIP actuales soportan al protocolo UDP de manera nativa y por ende
transparentemente.

Ataques de inundacién de ICMP

En este tipo de ataque a la disponibilidad del servicio VoIP, el atacante busca
realizar un ataque DoS, aprovechando que la mayora de firewalls y routers
vienen configurados por defecto para dejar circular de manera desapercibida a
paquetes ICMP (Internet Control Message Protocol), debido a que por su natu-
raleza de mensaje de control no son considerados peligrosos sino que son solo
de diagnostico; pero un atacante puede tratar de inutilizar a un dispositivo de
lared VoIP a comprometerlo mediante el envié indiscriminado dichos paque-
tes de diagnostico.

Envio de paquetes malformados (Fuzzing)

Puesto que la mayoria de equipos de red, sean o no VolIP estan concebidos y
desarrollados para manejar trafico de red convencional; un atacante puede ver
este concepto como una fuente de ataque; ya que estos dispositivos cuando
reciben paquetes desconocidos o malformados no saben como manipularlos, lo
cual esporadicamente lleva al bloqueo del equipo o servidor de red que da
soporte a la solucion VoIP o directamente a los elementos propios de una red
VolIP, logrando asi minar la disponibilidad del servicio VoIP.

Fragmentacion de paquetes

El atacante segmenta los paquetes UDP (User Datagram Protocol) y TCP
(Transmission Control Protocol), y los envia de manera separada por la red
VolP, buscando asi inutilizar a los equipos VolP o de su infraestructura de red
mediante el consumo de recursos, debido a la espera de la llegada del paquete
faltante para completar la solicitud de conexién.

Ya habiendo visto grosso modo cuales son las principales técnicas de ata-
que a servicios de VoIP, pasamos a ver de manera categorizada y clasificada
las tendencias de ataque a sistemas VolP, en el cual podremos observar cuales
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son las elecciones de ataque utilizadas por un usuario mal intencionado al
momento de querer comprometer un servicio VolP (ver figura 3).

@ Denegacion de servicio
@ Ataques a usuarios
i Acceso a servicios

# Acceso remoto

Figura 3. Ataques a redes VolP.4

Como podemos ver la mayoria de ataques a sistemas VolP buscan generar
una interrupcién en el servicio de telefonia, buscando asi que la disponibilidad
del servicio VoIP se vea mermada de manera significativa. Este concepto lo
podemos ver claramente reflejado en la siguiente figura (ver figura 4).

# Disponibilidad del servicio
VolP

M Integridad de la informacion

i Confidencialidad de la
informacion

Figura 4. Tendencia de ataques a sistemas VolP.5

4 ANGELOS KEROMYTIS; «Voice over IP Security: A Comprehensive Survey of Vulnerabilities and
Academic Research»; Editorial: Springer, 2011.

5 Ibidem.
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¢Pero por qué los atacantes deciden afectar la disponibilidad del servicio de
VoIP?; con base en esta pregunta se puede analizar y deducir que los atacantes
han descubierto que esta caracteristica es la mas deseada por los usuarios de las
redes VoIP y ademas que la falta del servicio VoIP genera una gran repercusion
y que afecta de manera abismal a los usuarios y/o las empresas que basan su
comunicacion con sus clientes y demas entes importantes con su red VolIP.

Ademéds hay que tener muy presente que este tipo de ataques son los que
tienen una gran facilidad de ejecucién para el atacante novato o inexperto en el
tema; en cuanto al resto de tipos de ataque a sistemas VolP, también son de
alta peligrosidad, pero su nivel de dificultad al momento de su ejecucion es
mayor y por ende se requiere de unas condiciones especiales y de un atacante
experto o por lo menos familiarizado con la red VoIP a atacar, para tener un
indice de éxito favorable.

MECANISMOS DE SEGURIDAD VoOIP

Ya habiendo visto cuales son los mecanismos de ataque y de aprovecha-
miento de las vulnerabilidades de los sistemas VoIP, pasamos a revisar cuales
son las tendencias de seguridad en ambientes VoIP.

A. Proteccion a nivel de senalizacion

En el momento en que se empieza a pensar sobre la seguridad en redes
VoIP, uno de los temas principales a tener en cuenta es la protecciéon de la
sefializacion de los mensajes o paquetes que se intercambian entre los equipos
terminales VoIP y los demas elementos de la red VoIP; esto se debe a la gran
cantidad de informacion sensible a nivel de protocolo VoIP que contienen di-
chos mensajes, como por ejemplo los datos del manejo criptografico de las
llamadas telefénicas, o los mensajes de peticion de conexién entre dos termi-
nales VoIP, y junto con la posibilidad de que estos mensajes pueden estar tran-
sitando por zonas de la infraestructura de red de soporte de la solucién VoIP
que son inseguras o con politicas de seguridad cuestionables, pueden darle a
un atacante suficiente informacién para que pueda identificar cual es la estruc-
tura, a nivel de protocolo, de la red VoIP que desea comprometer para luego
perfilar su estrategia de ataque.

Ya habiendo visto cual es la importancia de la informacién contenida en los
mensajes o paquetes manejados por los dispositivos VolIP, pasaremos a expo-
ner algunas de las medidas de seguridad utilizadas para la proteccién de in-
formacion a nivel de sefializacién que son utilizadas por los dos principales
protocolos VolP:
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Mecanismo de proteccién a nivel de sefializacion

Proteccion de la sefializacion en el protocolo SIP

El protocolo SIP propone en su RFC 32616, el uso de varios protocolos de seguri-
dad de senalizacién, que son ampliamente reconocidos para asegurar la sefiali-
zacién de sus mensajes; entere los cuales se encuentran el IPSec (Internet Protocol
Security) donde este protocolo genera un «ttnel» de seguridad entre dos entes de
lared VolIP, para que asi los mensajes que transiten esten protegidos de cualquier
ataque. Otra recomendacién de seguridad a nivel de sefalizacién en el protocolo
SIP es el uso de TLS (Transport Layer Security), que es definido en el RFC 43467,
donde se implementa una autentificacién mutua entre un par de elementos de la
red VolIP (terminal y servidor VoIP), este protocolo de seguridad se compone de
dos capas, la primera es la llamada TLS Record Protocol o protocolo de registro
TLS donde se encarga de mantener la conexién segura entre los dos puntos VoIP
asegurados y la segunda capa es el TLS Handshake Protocol o protocolo de
negociacion TLS donde se gestionan las propiedades de criptografia utilizada en
la comunicacién entre los entes VolP, para asi poder generar un puente seguro
entre ellos para su intercambio de mensajes VoIP. Y por tltimo, otro de los proto-
colos destacados al momento de aplicar seguridad a nivel de sefializacion del
protocolo SIP es el S/MIME (Secure / Multipurpose Internet Mail Extensions)
que es especificado en el RFC 38518, el cual provee mecanismos que garantizan la
integridad, autentificacién y confidencialidad de diferentes mensajes, entre ellos
los mensajes utilizados por el protocolo SIP, su funcionamiento a grandes rasgos
es que S/MIME firma digitalmente de manera parcial o total al mensaje SIP,
logrando asi que el receptor del mensaje pueda verificar si el mensaje ha sido
manipulado y/omodificado en su transito por lared VoIP.

Seguridad a nivel de sefializacién en el protocolo H.323

El protocolo H.323 maneja un protocolo exclusivo de seguridad, que es el pro-
tocolo H.235; este es el que define los procesos de autentificaciéon y de
encriptacién utilizados al momento de manejo de mensajes entre elementos
VolIP que utilizan el protocolo H.225 para establecer la comunicacién de men-
sajes VoIP entre dos elementos de la red VoIP. Una de las grandes ventajas de
implementar la seguridad de sefializacién bajo el protocolo H.235 aparte de la
perfecta simbiosis con el protocolo H.323, es el hecho de poder incorporar ma-
terial criptogréfico para la proteccién de la sefializacién de mensajes directa-
mente a los mensajes de establecimiento de llamadas.

6 H. SCHULZRINNE, E. SCHOOLER Y ]. ROSENBERG; "SIP: Session Initiation Protocol" RFC 3261, 2002.
7 T DIERKS Y E. RESCORLA; «The Transport Layer Security (TLS) Protocol» RFC 4346, 2006.
8 B. RAMSDELL; «Secure/Multipurpose Internet Mail Extensions (S/MIME)» RFC 3851, 2004.
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B. Proteccion a nivel de multimedia:

La principal preocupacién al momento de pensar en la seguridad de solu-
ciones VolIP, es el proteger las conversaciones telefénicas realizadas entre los
usuarios de cualquier solucién VolP; ya que si por mas que se aseguren los
procesos de sefializacion de mensajes VolIP pero no se protege la informaciéon
de los servicios de telefonia y/o de videoconferencia soportados, estaremos
perdiendo directamente la informacién sensible (passwords, nombres de
usuario, datos vitales de clientes, entre otra informacién) contenida en las
llamadas telefénicas y/o sesiones de videoconferencia que transitan en la
red VolIP.

Es por esto que al momento de generar una solucién VolP segura, se debe
pensar en utilizar protocolos de seguridad que protejan tanto a nivel de sefia-
lizacién como a nivel multimedia de manera conjunta, para asi generar un tni-
co canal de flujo de informacién VolIP protegido; pero lograr este nivel de
protecciéon puede llegar a ser algo confuso para el especialista en seguridad
informatica, puesto que este tipo de protocolos combinados tienden a ser com-
plejos al momento de disefiar y de implementar en un ambiente VoIP, que solo
el simple hecho de implementarlos por separado; y ademas se debe garantizar
que por agregar pardmetros de seguridad complejos a la solucién VolP, esta
no se vea comprometida en su buen funcionamiento y/o pierda calidad en el
servicio, un ejemplo de coémo es la complejidad al momento de generar un
ambiente VolIP seguro no debe influir en el funcionamiento optimo del servi-
cio VoIP, es el hecho de que se debe realizar los procesos de encriptacion,
desencriptacién y de autentificacion de las llamadas sin agregar tiempos de
latencia que comprometan la interaccion en tiempo real entre el emisor y el
receptor de la llamada telefénica, o el hecho de congestionar a la red VoIP al
utilizar ancho de banda extra al momento de ejecutar los servicios de seguri-
dad, ya que lo optimo es que estos se ejecuten de manera transparente al usua-
rio final.

Asi que es por estas complejidades de aplicacion de seguridad y ademas
del hecho de poder garantizar un proceso de gestién y realizaciéon de llamadas
telefonicas agil y similar al servicio prestado por las redes PSTN (Public Switched
Telephone Network), que se descuida tanto el concepto de la seguridad en las
redes VoIP y pasan estas a ser un campo fértil para ataques por parte de hackers
en busqueda de informacién sensible y de facil adquisicion.

Pero no todo es negativo al momento de proteger el contenido multimedia
(voz y/o video) de un servicio VolIP, ya que existen varios protocolos y me-
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canismos de seguridad idéneos para esta materia, pero que son implementados
de manera separada con los procesos de proteccion a nivel de sefializacion;
lo cual permite una menos compleja implementacién pero que disminuye de
manera sustancial el nivel de proteccion de los datos que nos puede llegar a
generar al utilizar un esquema integrado de proteccién en ambos flancos.

Entre los protocolos de seguridad VolP, el mas ampliamente utilizado y
de mayor integracion con el ambiente VoIP, en lo referente a la proteccion
de datos multimedia, es el protocolo SRTP (Secure Real Time Protocol) debi-
do a que cualquier implementaciéon VolP utiliza al protocolo RTP (Real Time
Protocol o Protocolo de Transporte en Tiempo Real) como mecanismo para
la transmision de datos multimedia, esto es debido a que el protocolo RTP
realiza comunicaciones multimedia de manera muy superficial, ya que tnica-
mente define de manera basica las caracteristicas minimas de la sesi6n
multimedia, para asi poder generar una transmisioén rapida y sin interrupcio-
nes. Asi que debido al amplio uso del protocolo RTP, nace el protocolo SRTP
(Secure Real Time Protocol o Protocolo de Transporte en Tiempo Real Segu-
ro), que fue disenado para poder realizar la transmisiéon de datos multimedia
de manera fluida pero que ademas agrega componentes de seguridad para
garantizar la integridad, autentificacion y confidencialidad de las sesiones
RTP, como lo son el poder agregar componentes criptogréficos y la indepen-
dencia del transporte de la sefial multimedia para asi controlar la perdida de
paquetes VoIP que puedan ser utilizados de manera no apropiada por terce-
ros mal intencionados.

C. Nuevas tendencias en seguridad VolP:

En lo que se refiere al futuro en la seguridad en ambientes de trabajo VoIP,
la comunidad de investigaciéon y desarrollo de metodologias de seguridad
informatica, ha presentado varios postulados académicos que presentan
metodologias innovadoras, en bisqueda de poder generar soluciones de se-
guridad robustas que logren mitigar las vulnerabilidades e intentos de ataque
por parte de hackers que han descubierto en esta tecnologia «emergente»,
como fuente asequible de informacion sensible. A continuacién se presentaran
algunos de las propuestas mas interesantes y que implican un aumento sustan-
cial en el nivel de seguridad de una solucién VolP.

El investigador Eric Chen, en su paper llamado «Detecting DoS Attacks
on SIP Systems»?, presenta un mecanismo de deteccion de ataques de dene-

9  ERIC CHEN; «Detecting DoS Attacks on SIP Systems»; Paper presentado en Proceedings of the 1st IEEE
Workshop on VoIP Management and Security (VoIP MaSe); 2006.
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gacion de servicio (DoS) en ambientes VoIP SIP, que se basa en la medicion
de las transacciones VoIP realizadas en cada nodo de la solucion VoIP, de la
cantidad de errores generados en la plataforma VoIP y el nivel de trafico
VolP, para asi tener un valor esperado y optimo en cada una de estas varia-
bles; y al momento de presentarse anomalias en dichos valores se generaran
alertas de un posible ataque de denegacion de servicio al administrador de
la red VolP.

Los profesores Vijay Balasubramaniyan, M. Ahamad y Haesun Park, en el
documento «CallRank: Combating SPIT Using Call Duration, Social Networks
and Global Reputation» !0, proponen el uso de un mecanismo que se base en los
tiempos de duracién de las llamadas y en un modelo grafico que represente
como es la red social de los consumidores de una solucién VolP; para asi lo-
grar determinar cuél es nivel de reputacién de cada uno de dichos usuarios; y
basandose en estos datos se lograria determinar cuales son llamadas legitimas
y cuales son simplemente intentos de ataque por parte de un usuario mal in-
tencionado, ya que si se evidencian llamadas de muy corta duracién o llama-
das de larga duracion entre usuarios con una relacién social baja puede ser que
estas llamadas no sean generadas por las personas duefias de las extensiones
VoIP implicadas.

Los investigadores Alex Talevski, Elizabeth Chang y Tharam Dillon pre-
sentaron en formato de paper, el documento «Secure Mobile VoIP»!1; que es
una propuesta de integracién de mecanismos de seguridad criptograficos en
protocolos VoIP ligeros, para ser implementados en soluciones VoIP en termi-
nales celulares. Este proyecto es un gran avance en bisqueda de generar me-
canismos de seguridad que garanticen la confidencialidad en llamadas VoIP
generando un canal seguro en un ambiente tan inseguro y amplio como lo es
las redes de telefonia celular.

CONCLUSIONES

La tecnologia VoIP aun se considera como una tecnologia relativamente
nueva y de alta adopcién, y por ende debe ser tratada como tal en lo que se
refiere a su seguridad; teniendo especial cuidado en las vulnerabilidades de

10 V. BALASUBRAMANIYAN, M. AHAMAD Y H. PARK; «CallRank: Combating SPIT Using Call
Duration, Social Networks and Global Reputation»; Proyecto de desarrollo presentado en Proceedings of
the 4th Conference on Email and Anti-Spam (CEAS); 2007.

11 A. TALEVSKI, E. CHANG. Y T. DILLON; «Secure Mobile VoIP»; Paper expuesto en Proceedings of the
International Conference on Convergence Information Technology; 2007.
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sus protocolos y en la arquitectura de las redes de datos que soportan a las
soluciones VoIP. Otro concepto a tener en cuenta en lo emergente de la tec-
nologia VoIP, es que los ataques presentados en el anterior articulo, solo
pueden ser la punta del iceberg de posibles variaciones o nuevas tendencias
de ataque que se puedan aprovechar de la tecnologia VoIP, por ende se reco-
mienda al lector, que sea responsable de una solucién VolP estar en constan-
te evaluacion de dicha red VolP, y se invita a todo tipo de usuario VoIP a
estar en constante aprendizaje de nuevas técnicas de proteccién VoIP y de
las posibles nuevas vulnerabilidades o riesgos de una solucién VolP, y asi
poderlos afrontar de mejor manera en un futuro no muy lejano.

Otro concepto a tener en cuenta es que los problemas de seguridad en re-
des VoIP, no solo se radican en el estado naciente de los protocolos en los que
se apoyan para generar los servicios de telefonia y/ o teleconferencia; sino que
hay que tener muy en cuenta la infraestructura de red que soporta la solucién
VolIP, por ende hay que purgar cualquier configuracién débil o por defecto de
los equipos de red que interacttan o soportan a la red VolIP, para asi poder
minimizar la cantidad de puntos débiles que puedan comprometer de cual-
quier manera al servicio VoIP a proteger.

Y por altimo, también se ha podido observar, que cualquier solucién de
seguridad aplicada en el ambiente VoIP viene de la mano con un costo, que
puede ser monetario o de dificultad de implementacién, por ende es reco-
mendado que el profesional de la seguridad de la informacién que se pon-
ga en la tarea de asegurar la informaciéon de una red VolP, balancee de la
mejor manera sus necesidades de seguridad frente a los costos que estos
conllevan, para asi encontrar la solucién optima y apropiada de seguridad
VolIP.
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RESUMEN

Los estudios sobre el Lenguaje y especialmente sobre el Andlisis del Lenguaje, reali-
zados por los l6gicos de principios del siglo XX, dentro del desarrollo de la Légica
Matemdtica, sientan las bases de la estructuracién de un Lenguaije Logico. Uno de los
ejes principales es la sintaxis, que determina el funcionamiento del lenguaie, a partir
de la deduccién formalizada, como la herramienta [6gica més importante, la defini-
ciéon de las formas de anotacion y las relaciones entre diferentes lenguaies.

Palabras clave: Légica matemdtica, sintaxis légica, lenguaijes légicos.

ABSTRACT

The studies on language and especially on the analysis of language, by the logiciens
of the twentieth century, within the development of the mathematical logic, present the
foundations of the structure of a logical language. One of the main thoroughfares is
the syntax that determines the operation of the language, the deduction as the most
important logical tool, defining the forms of annotation and relations between different
languages.

Keywords: Formal languages, mathematical mogic, mogic syntax.

1. INTRODUCCION

La problemética correspondiente a la Sintaxis Logica, conduce a preguntarse
sobre el contexto de su desarrollo dentro de la Logica Matemitica, presentando
las bases de esta l6gica y su caracter propio con respecto a la Ldgica Clisica, las
caracteristicas primeras y sus tendencias. Los grandes esfuerzos de los 16gicos
desde hace mas de un siglo presentan varias corrientes, una de las cuales se ha
orientado hacia la formalizacion rigurosa del pensamiento l6gico y matematico,
la cual cambia completamente la fisonomia de la l6gica. Se muestra aqui, ese
camino de investigacién llevado hacia los lenguajes formales, donde Rudolf Carnap
es uno de los grandes representantes, cuyo enfoque en la sintaxis l6gica, presenta

*  Doctora en Informética y Matemdticas Aplicadas a Ciencias Sociales, Universidad de Grenoble (Fran-
cia), 1983. Tesis: Buisqueda de Descriptores en Indexacion Automdtica; Doctora en Filosoffa, Universidad Paris
1- Panthéon Sorbonne, 2008. Tesis: Hacia una Epistemologia de la Teoria Informdtica. Actualmente Investi-
gadora en el Centro de Investigaciones de la Corporacién Universitaria Republicana.
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un hito dentro de las investigaciones relativas a este tema. En este sentido, a
partir de los presupuestos y lineamientos de Carnap, se presentan las descrip-
ciones, principios generales y procedimientos de los lenguajes formales, en general
y en particular de la sintaxis correspondiente. Asi, tomando como base la exis-
tencia de la deduccion de los sistemas de sintaxis, se muestran las propiedades,
elementos, definiciones y relaciones con otras sintaxis. Igualmente se sefialan las
diferentes problemaéticas y las soluciones que se han encontrado dentro del de-
sarrollo de la l6gica y los sistemas de sintaxis.

Metodolégicamente se describen y analizan los conceptos de lo6gica mate-
matica y del lenguaje, mostrando su construccion y sefialando su estructuraciéon
y sus relaciones con otros conceptos. Se destacan conceptos mas solidos, base
de ntcleos epistémicos que conforman la base tedrica de la sintaxis. Asi mis-
mo, se sitda el contexto histérico, critico y conceptual de estos ntcleos
epistémicos mostrando las rupturas conceptuales y sus soluciones.

2. SINTAXIS LOGICA SEGUN CARNAP

Rudolf Carnap! en sus estudios sobre Andlisis del Lenguaje nos presenta el
lenguaje como un “sistema de actividades o de habitos o disposiciones para ciertas acti-
vidades, sirviendo principalmente para los propésitos de comunicacion y de coordina-
cion de actividades entre los miembros de un grupo. Los elementos del lenguaje son
signos: sonidos o marcas escritas, producidas por los miembros del grupo con el objeto de
ser comprendidos por otros miembros a fin de influenciar en su comportamiento” (Carnap,
1939, p. 3).

El plantea como disciplinas que conciernen al lenguaje: la pragmatica, la
semadntica y la sintaxis. La pragmitica, entendida como la accion, estado y am-
biente de un hombre que habla u oye o dice una determinada palabra, es de
tipo empirica; la semdntica, tiene en cuenta solamente las expresiones del len-
guaje y sus relaciones con aquello que ellas designan; la sintaxis, abstrae com-
pletamente aquello que designa y se enfoca en las propiedades formales de las
expresiones y sus relaciones (sintaxis logica).

Al ampliar el concepto de pragmitica de un lenguaje dado, la presenta como
el encuentro de las similitudes de este lenguaje con lenguajes que le son cerca-
nos; es una disciplina empirica que observa con especial cuidado el comporta-
miento y el quehacer de los resultados de los diferentes lenguajes de la ciencia.
Con esta observacion, se descubren las equivalencias de palabras y formas de

1 Rudolf Carnap (1891-1970) uno de los fundadores del Positivismo Légico y miembro del Circulo de Viena.
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los lenguajes, la conexién entre palabras, los objetos a que hacen referencia las
palabras, las preferencias en los diferentes lenguajes, grupos de edad o geo-
gréficos en la seleccion de palabras y el rol del lenguaje en las diversas relacio-
nes sociales.

Asi mismo, Carnap define la semintica como el estudio de las relaciones
entre las expresiones del Lenguaje dado y sus designata?, 1o cual concierne un
sistema de reglas que establecen tales relaciones, llamadas reglas semdnticas,
que deben ser sin ninguna ambigiiedad. De esta manera, la pregunta de falso
o verdadero va siempre a referirse a un sistema de reglas y que en sentido
estricto van a referirse al lenguaje dado que puede llamarse el sistema semantico
S. Ellenguaje dado toca asi el mundo de los hechos o fenémenos y sus propie-
dades. De manera que, el sistema S se construye a partir de las propiedades
que se han establecido en las reglas: es una construccién reglada a partir del
mundo de los hechos. Aqui se ve la relacién de la pragmatica con la semantica
porque los hechos pertenecientes a la pragmatica son la base de las reglas
dadas en la semantica.

Por otro lado, los signos son los elementos del sistema semantico, pueden
ser palabras o simbolos especiales. La secuencia de uno o varios signos se
llama expresion. Los signos se pueden dividir en: descriptivos y l6gicos. Des-
criptivos, los que designan cosas o propiedades de las cosas (también se puede
pensar en las relaciones entre las cosas, funciones de cosas...), son los predica-
dos y nombres. Los signos l6gicos son los que hacen la conexién entre los signos
descriptivos, son las variables y constantes (CARNAP, 1939, p. 8)3.

La dindamica del lenguaje se realiza por medio de reglas de formacién que
determinan cémo pueden ser construidas las diferentes clases de signos, de
manera que una expresion de S se llama frase o proposicion si corresponde a una
forma determinada segtn las reglas, asi:

- reglas de designata de signos descriptivos, para los nombres que designan
cosas o para los predicados que designan propiedades de cosas.

- reglas de condiciones de verdad, que corresponden a los signos
légicos.

2 Designata, expresién entendida como los objetos designados o referidos por un determinado nombre o
palabra.

3 “Seméntica como disciplina exacta es bastante nueva; se encuentra una escuela contemporinea polonesa
de l6gicos muy fértil. Algunos de este grupo, especialmente Lesniewski y Ajdukiewicz, han estudiado las
preguntas semanticas, Tarski en su tratado sobre la verdad, hace una primera investigacién comprensiva
y sistemética en este campo, dando fruto a importantes resultados”.
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Se dice en general que, un sistema de lenguaje, o un signo o una expresion,
o una frase de un sistema de lenguaje, se entiende o comprende, si se conocen las
reglas semanticas. Podemos decir que las reglas semanticas dan una interpre-
tacion del sistema de lenguaje.

Para Carnap, entonces, la sintaxis, llamada la sintaxis légica (Carnap, 2001),
corresponde a las expresiones del lenguaje diferentes a las actividades del
hablar y escuchar de las personas (pragmitica y semdntica) y de las designata
(semantica). En la sintaxis se toma en consideracion solamente las expresiones,
dejando de lado las propiedades, los objetos, estados o cualquier cosa que
puede ser designado o referenciado por las expresiones. La relacién de desig-
nacion o referencia se tendra en cuenta tangencialmente porque es la relacién
del sistema semantico (Carnap, 2001)*.

Igualmente, Carnap define una estructuracién del lenguaje, de manera que
comporta un Lenguaje Objeto, referido al lenguaje de estudio o investigacién y
el lenguaje en el cual se obtienen los resultados del estudio, llamado
Metalenguaje. La teoria que concierne el metalenguaje muchas veces se puede
llamar Metateoria.

La definicion de un término en el metalenguaje se llama formal si se refiere
solamente a las expresiones del lenguaje-objeto (0 mas exactamente, a las clases
de signos y al orden en el cual ocurren las expresiones), no a los objetos
extralingiiisticos®, especialmente a los designata de los signos descriptivos del
lenguaje-objeto. Un término definido por una definicion formal se llama también
formal, como son preguntas, pruebas, investigaciones, ..., en los cuales solo los
términos formales ocurren. La Sintaxis l6gica es entonces la teoria formal de un
lenguaje-objeto (CARNAP, 2001), la cual incluye las reglas formales que gobier-

4 En el Prefacio (Foreword p. xvi) de la “Logical Syntax of Language”, Carnap nos presenta las fuentes de sus
estudios en Sintaxis: “Para el desarrollo de las ideas en este libro, he recibido un gran estimulo de varios
escritos, cartas y conversaciones sobre problemas légicos. Menciono aqui los nombres mas importantes
[...] Tengo una gran deuda con los escritos y lecturas de Frege. A través de ¢l mi atencién se situ6 en el
trabajo sobre logistica [...], los Principia Mathematica de Whitehead y Russell. El punto de vista de la teorfa
formal del lenguaje (conocida como “sintaxis” en nuestra terminologfa) desarrollada en primera instancia
por el matematico Hilbert y su “Metamatematica”, a la cual los l6gicos poloneses, especialmente Ajdukiewicz,
Lesniewski , Lukasiewicz y Tarski, le agregaron una “Metalégica”. Para esta teoria, Godel crea su
fructifero método de “aritmetizacién”. As{ mismo, para el método de la sintaxis, he derivado invaluables
sugestiones de conversaciones con Tarski y Godel. Tengo que agradecer particularmente a Wittgenstein
en mis reflexiones concernientes a las relaciones entre sintaxis y la logica de la ciencia; ... Igualmente,
he aprendido de los escritos de autores con los cuales no tenfa enteramente una complacencia; ellos son,
en primer lugar Weyl, Brouwer y Lewis”...

5 Los Objetos Extralingiiisticos, son los objetos pertenecientes al Mundo de los Hechos, es decir fuera del
lenguaje légico.

6 Se distingue esta sintaxis de la parte de la lingiifstica, en la cual se conoce igualmente como sintaxis pero
Su uso no es restrictivo a términos formales.
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nan el desarrollo de las expresiones del lenguaje; asi una definicion formal,
término, anélisis, etc., se llama sintdctico.

Por otro lado, el logico en su quehacer determina la estructura sintictica
l6gica’ basado en la principal tarea que es acordar las conclusiones a partir del
disefio de premisas, las cuales (premisas y conclusiones) son expresiones del
lenguaje (no juicios como contenido de pensamientos) definidas por medio de
reglas. Esta estructura define, por ejemplo, si una frase es analitica (completa-
mente aislada de la experiencia), sintética (resultado de la experiencia y de la
aplicacion de un procedimiento); o si es contradictoria; si es existencial o no, lo
mismo que las relaciones l6gicas entre las frases o expresiones (por ejemplo, si
dos frases contradictorias son compatibles con otras; si una frase es logica-
mente deducible de otra o no).

En sentido general, se puede decir que la sintaxis l6gica se puede equiparar
a la construccion y manipulacion de un cdlculo y es solamente porque los lengua-
jes desarrollan calculos, aplicando las diferentes reglas, que los lenguajes evo-
lucionan sintacticamente. En este sentido, la sintaxis puede ser llamada sisterma
deductivo o sistema formal, presentado como un sistema de reglas formales el
cual determina ciertas propiedades formales y relaciones de frases, especial-
mente con el propésito de la deduccién formal. El procedimiento mds simple
para la construccion de un célculo consiste en seleccionar algunas frases como
frases primitivas (algunas llamadas como postulados o axiomas) y algunas re-
glas de inferencia.

Las frases primitivas y reglas de inferencia son usadas con dos propositos,
para la construccién de pruebas y para la realizacién de derivaciones. Las fra-
ses en las cuales se realizan las pruebas de control se llaman las frases C-ver-
dad (ellos son llamadas probables o teoremas de calculo). Las derivaciones de
las frases C-verdad, se llaman conclusivas. También se puede llamar a la con-
clusion C-implicada de las clases de premisas (algunas veces se puede llamar
derivable o derivada o deducible de las premisas o una consecuencia formal
de las premisas). Un calculo podra contener unas reglas que determinen cier-
tas frases que sean C-falsas. Si las reglas de un calculo determinan alguna frase
como C-verdad y C-falsa, el célculo se llama inconsistente, de lo contrario es
consistente.

Las reglas del calculo determinan, en primer lugar, las condiciones bajo las

cuales una expresion puede ser definida como perteneciente a una cierta cate-
goria de expresiones (reglas de formacion, por ejemplo: “una expresion de este

7 En la practica, el légico desde Aristételes usa reglas que controlan y producen las expresiones o frases.
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lenguaje se llama “frase” cuando consiste de simbolos de tal o tal clase, ocurri-
das en tal y tal orden”); y en segundo lugar, determinan bajo qué condiciones
la transformacién de una o mas expresiones dentro de unas u otras pueden ser
construidas (reglas de transformacion, por ejemplo: “si una expresion es com-
puesta de simbolos combinados de cierta manera, y si otra se compone de
simbolos combinados de otra manera, entonces la segunda puede ser deduci-
da de la primera”). Asi, el sistema de un lenguaje con su estructura formal
puede considerarse como calculo.

Carnap distingue entre sintaxis pura y descriptiva. La sintaxis pura concier-
ne a las posibles estructuraciones de las expresiones del lenguaje, sin tener en
cuenta la naturaleza de las cosas que constituyen los diferentes elementos de
las expresiones. En la sintaxis pura solamente las definiciones son formuladas
y se desarrollan las consecuencias de tales definiciones; es enteramente anali-
tica, no tiene contenido y se presenta como un anélisis combinatorio.

La sintaxis descriptiva concierne tanto las propiedades sintacticas como
las relaciones con las expresiones empiricas dadas, por ejemplo, en las apli-
caciones de geometria, es necesario introducir las llamadas definiciones
correlativas entre las clases de objetos empiricos y sus correspondientes
clases de elementos sintdcticos. De esta manera, las expresiones de la sin-
taxis descriptiva podrian aclarar y designar las expresiones sintacticamente
correctas.

3. NOCIONES Y ELEMENTOS PRINCIPALES
DE LA LOGICA MATEMATICA

La presentaciéon que realiza R. Carnap sobre el Lenguaje, las disciplinas
que le corresponden, la estructuracién y el lugar y elementos de la sintaxis,
plantea de manera sintética los lineamientos, ejes y estructuraciones que
trataremos en este articulo. De esta manera, estos planteamientos nos si-
tdan dentro del campo de la Légica Moderna llamada Logica Matemitica, ape-
lacién que marca su cardcter propio y su diferencia con respecto a la Ldgica
Clasica.

La I6gica Matemitica se presenta bajo dos formas sucesivas: el dlgebra I6gica
de G. Boole y la logistica creada por G. Frege. Esta separacion no es muy neta
debido a la relacion estrecha que une la l6gica y las matematicas.

En el primer caso, Boole se propone construir un érganon 16gico sobre el
modelo de las matematicas y aqui la matematica es un medio para resolver los
problemas de l6gica, es entonces una teoria matemaética particular, que se pre-
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senta bajo una forma deductiva, que presupone la validez de leyes légicas de
la deduccién (Blanche-Dubucs, 1996 p. 302)3.

En el segundo caso, la légica se interesa a las reglas de razonamiento
deductivo y a las leyes que las justifican, es también producto de los mate-
maticos pero orientada de manera diferente: no hay un interés en la logica
como ciencia sino a la 16gica en el desarrollo del discurso matemaético, expre-
sando la matematica bajo una forma l6gicamente rigurosa: la l6gica es auxi-
liar de la matemaética y la teoria de la deduccién es un medio para alcanzar
una rigurosidad dentro de los desarrollos en las matemaéticas (Blanche-Dubucs,
1996 p. 302)°.

La justificacion estd dada, en el sentido que el matematico, al demostrar un
teorema, corrientemente no se preocupa si su demostracion es vélida, se confia
de una intuicion l6gica, pero esta puede ser errénea, por lo cual es necesario
precisar la materia sobre la cual se fundamenta para despejar y formular sus
resultados, al lado de los principios propios de la teoria matematica. De ahi, la
necesidad de organizar los principios l6gicos en un sistema tedrico.

Asi mismo, en este caso, algunos seguidores de esta linea Frege (1999),
Russell (Whitehead, Russell, 1910-1913) van mas alld y pretenden asegurar la
fundacion de la matematica en la l6gica, a partir de la forma deductiva lo
cual permite derivar el conjunto de nociones y de verdades mateméticas a
partir de las nociones y verdades propiamente l6gicas. De manera que, al
mismo tiempo que la l6gica asegura el fundamento de la matematica, asegu-
ra también sus propios principios. Pero para que las bases sobre las cuales el
l6gico pretende soportarlas sean definitivas, es necesario que los términos
primarios de la l6gica tengan un sentido completo y claro, con el fin de que
estas proposiciones sean verdades categoéricas y que puedan comunicarse
con aquellas de las matematicas. Con esta condicién, esta nueva légica (logis-
tical®, Scholz, 1968, p. 91) puede presentarse como dogmaética y absolutista lo
que la impulsa a desarrollarse hacia otras perspectivas, asi:

8 “..de ah{ su posicién bastante paraddjica: las leyes légicas, por medio de una interpretacién conveniente,
podrian encontrarse dentro de sus teoremas; sin embargo, no se puede decir que ella [la l6gica] las
demuestre, porque cualquier demostracién presupone precisamente la validacién de las leyes que regu-
lan sus desarrollos; habria entonces un circulo vicioso”.

9 “Esta actitud es particularmente neta en Peano y en los mateméticos italianos agrupados alrededor de él.
Ellos no se proponen expresamente, dice Couturat, un sistema légico completo y coherente; inventaron
la notacién para poder escribir en simbolos las proposiciones mateméticas y desarrollaron sus algoritmos
en la medida que tuvieron necesidad para analizar y verificar las demostraciones matematicas”.

10 “La Logistica es la primera légica formal construida de manera estrictamente sintética [...] es la primera
l6gica que sube metédicamente de lo simple a lo complejo”. H. Scholz : Abriss der Geschichte der Logik,
1931. Traduccién francesa: Esquisse d'une histoire de la logique”. Paris, Aubier-Montaigne, 1968.
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Se extiende el dominio de la nueva légica, de la matematica al conjunto
de las ciencias (fisica, biologia, psicologia, fisiologia, teoria de circuitos
eléctricos...). De manera que, amplia y flexibiliza el instrumento logistico
hacia nuevas légicas. Enriquece el lenguaje con el fin de dar cabida a
enunciados de tipo imperativo o normativo aparte de los declarativos.
Esta l6gica tiende entonces a ser una [6gica general y no solamente un
lenguaje para uso matematico'l.

La nueva légica se propone despejar y enunciar explicitamente las leyes
de la deduccioén, presentandola bajo la forma de una teoria deductiva
axiomatizada que es progresivamente impulsada hacia una formalizacion.
Ast, con la simbolizacién del discurso 16gico y la introduccion sisteméti-
ca de los procedimientos de calculo, en donde se pretende borrar cual-
quier llamado a la evidencia, se pasa asi de una axiomdtica ingenua, intuitiva
a una axiomdtica completamente formalizada, reduciendo la aplicacién de las
reglas de calculo a signos. De esta manera se puede controlar objetiva-
mente el proceso de desarrollo del 16gico cuando sigue exactamente las
reglas de juego propuestas, dejando fuera cualquier discusién sobre el
valor mismo de ese sistema de reglas. Es asi que, el desarrollo de la
formalizacién ha obtenido un desarrollo inimaginable.

Fuera del imperio axiomatico, se prevé otros modos de concepcion de
la 16gica, por ejemplo Wittgenstein y Post, para el calculo de proposi-
ciones, proponen las tablas de verdad, 1o cual conduce a un procedimien-
to de decision: se puede reconocer de manera directa si una formula
dada de céalculo es o no una ley de l6gica. Calcular, es entonces, una
forma de actividad para lo cual se necesitan ciertos preceptos para su
realizacién y no se necesitan los axiomas a la base de este calculo, que
se justificarian dentro de una concepcion absolutista de la 16gica.
Gentzen, a su vez, construye un “calculo de secuencias”, de gran sim-
plicidad y homogeneidad que tiene ademas la ventaja de ser un méto-
do de “deducciéon natural”.

Después de varios desarrollos diferentes a la tesis logicista, nos acerca-
mos a una légica mas neutra con respecto a las tesis de fundamentacion
de las matematicas, dejando, en parte, el absolutismo l6gico. Wittgenstein,
en el Tractatus Logico-philosophicus'?, vacia de cualquier substancia el con-

11 Carnap se propone dar las bases al Lenguaje de la Ciencia a partir de los presupuestos de su concepto de
la légica.

12 Publicada en los Annalen des Naturphilosophie, Leipzig 1921, luego en Londres por Kegan Paul, edicién
bilingiie, introduccién de Russell, 1922. Traduccién francesa de P Klossowski, Parfs, Gallimard, 1961.
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tenido de la l6gica y la reduce a la pura forma. Las proposiciones de la
l6gica son tautologias, privadas de cualquier contenido (Wiitgenstein, 1961,
pr. 5.43):

“las proposiciones de la [6gica dicen la misma cosa, a saber: nada” .

Igualmente surgen las primeras logicas trivalentes y ademas multiples
l6gicas nuevas, creando de esta forma una revolucion epistemoldgica, sa-
biendo por ejemplo, que una tautologia en un sistema l6gico puede cesar
de serlo en otro sistema. Por otro lado, con Hilbert (Hilbert, Bernays,
2002), la seleccion del sistema 16gico es libre, cuya tinica condicion es no
caer en la contradiccion (permitir a la vez demostrar una proposicion y
la misma proposicién afectada por la negacion).

En este sentido, Carnap presenta asi el principio de tolerancia de la sintaxis
(Carnap,1937, pr. 17):

“Nuestro problema no estd en proclamar las prohibiciones, sino llegar a conven-
ciones ... en 16gica no hay moral. Cada uno es libre de construir a su manera su
propia logica, es decir su propia forma de lenguaje”.

En consecuencia, el absolutismo y su fundamento realista cesan de impo-
nerse al 16gico como dogma, llegando a un equilibrio entre el razonamiento
mas o menos intuitivo de los primeros 16gicos y del calculo ciego sobre signos
de los desarrollos posteriores.

Basados en estos desarrollos de la Logica Matematica se distinguen varios
ejes de estudio:

- El calculo de proposiciones o enunciados, el cual estudia las proposi-

ciones desde dos conceptos: la bivalencia (si la proposicion es verda-
dera o falsa) y la verifuncionalidad (determinar el método o funcién
de verdad que la valide). Aqui se van a despejar las leyes y propieda-
des fundamentales que permiten explicar el concepto de inferencia va-
lida en virtud de la forma légica, comprendiendo asi la sintaxis y la
semantica del lenguaje dado.

- El célculo de predicados, toca la estructura de las proposiciones o enun-

ciados elementales o atémicos. Este calculo es més rico y complejo que el
anterior pero conserva las principales propiedades, de manera que las
proposiciones, consideradas como atémicas, es decir indivisibles, se ana-
lizan en un simbolo incompleto y una cadena de simbolos o argumentos
que lo completan.
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- Logica modal y plurivalente, caracterizada esencialmente por el empleo
de ciertos operadores y la admisiéon de otros valores diferentes al ver-
dadero y falso.

4. NOCION DE LENGUAJE

La l6gica Matematica en su desarrollo vira hacia una disciplina altamente
especializada y diversificada, en la cual la nocion de lenguaje se vuelve central
(como se ve en la presentacion de Carnap), dando a la Légica un esquema
conductor para sus aplicaciones y una cierta unidad dentro de sus especialida-
des. Se admite asi, que se le debe a Frege (1879, 1999), la primera empresa de
construccion de un lenguaje formalizado, en donde la 16gica matematica no es
otra cosa que el estudio de la l6gica que procede de la construccion de un
lenguaje formalizado; es un Lenguaje Artificial con respecto al Lenguaje Natural
u Ordinario, en el cual se presentan ambigtiedades y lagunas no propias a un
lenguaje 16gico.

En su obra Begriffsschrift (Frege, 1879, 1999), presenta un lenguaje que expresa
una representacion l6gica con la exigencia de explicitar 16gicamente las relacio-
nes de deduccién y precisar los términos que tienen como objeto las definiciones
precisas; asi mismo que su dindmica determinada por reglas y operaciones expli-
citas, en donde las proposiciones son compuestas y derivadas.

De su lado, Wittgenstein en el Tractatus, busca los limites del lenguaje, mar-
cando la diferencia entre lo “decible” (16gico) y lo “indecible” (lo que se mues-
tra), que determina a su vez las méargenes de las expresiones con sentido y las
expresiones sin sentido.

De esta manera, el lenguaje se presenta bajo diferentes connotaciones en el
contexto de la I6gica matematica, cuya terminologia no estd completamente
fijada y muestra diferentes puntos de vista (Rivenc, 1989, pp. 36-37)13:

- Ciertos autores describen como lenguaje, lo que Church (1956) llama, sis-
tema logistico o cilculo no interpretado (segtin Carnap, 1934), por ejemplo,
el sistema formado por los simbolos primitivos dados y las reglas de
formacion y de transformacion, sin ninguna consideracion seméantica.

- El Carnap (1939), presentado en este articulo, amplia la nocién de len-

guaje a elementos en via de la realizacién de comunicacién, incluyendo
la interpretacion o la semantica.

13 Frangois Rivenc nos presenta estas connotaciones. Introduction a la logique. Paris, Payot, 1989; p. 36-37.
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- El Lenguaje como un conjunto de simbolos con las reglas de formacion
de las formulas y sus interpretaciones; los axiomas y reglas de inferencia
serfan consideradas ulteriormente como parte de la “definicion de 16gi-
ca” para este lenguaje.

- El Lenguaje (formalizado) es el que exhibe, manifiesta o reproduce la
estructura o la forma légica, lo que no se puede realizar con un lenguaje
ordinario. La formalizacion puede ser regulada por un “lenguaje l6gica-
mente perfecto”, que reflejaria “como un espejo” la estructura légica del
mundo (punto de vista de Russell'*y Frege).

- Quine (1977, cap. V)'® pretende la simplificacion de la teoria 16gica con el
fin de generalizar los artifices de la notacion de la l6gica moderna y
poder extenderla a los enunciados particulares del lenguaje ordinario.

Estas diferentes connotaciones muestran los diferentes desarrollos de un
lenguaje 16gico formalizado, en el cual a nivel general (salvo en la primera) se
puede aseverar las tres disciplinas que lo conforman, propuestas por el Carnap
de 1939 (Sintaxis, Semantica y Pragmatica).

Igualmente, dentro de estos desarrollos, a la pregunta sobre las condicio-
nes de posibilidad y validez de este lenguaje, se pueden reconocer dos ejes
principales del lenguaje de diversa naturaleza, presentados dentro del Tractatus
de Wittgenstein (Hottois, G., 2002, pp. 138-139), asi:

a. Lanaturaleza proposicional y analitica, correspondiente a la sintaxis del
lenguaje.

b. La naturaleza representacional, correspondiente a la seméntica del
lenguaje.

Naturaleza Proposicional y Analitica

La analicidad del lenguaje corresponde a la posibilidad que tiene éste de
descomponerse en elementos y en la existencia de elementos ultimos y estables

14 Russell en The Philosophy of Logical Atomism, 1918 dice: “Un lenguaje légicamente perfecto [...] seria
completamente analitico y revelarfa como un espejo la estructura légica de los hechos afirmados o
negados. El lenguaje construido en los Principia Mathematica es concebido como siendo un lenguaje de este
tipo. Es constituido de una sintaxis y no contiene vocabulario; [pero] estd concebido para que al agregarle
un vocabulario se tendria un lenguaje 16gicamente perfecto”. Citado por Francois Rivenc Introduction a la
logique. Paris, Payot, 1989; p. 37.

15 QUINE, Willard van Orman: Word & Object, MIT Press, 1960; Traduccién francesa: Le Mot et la Chose,
par Dopp y Gochet; Paris, Flammarion, 1977; capitulo V.
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que le dan al lenguaje su condicién de existencia. Asi mismo, el elemento cons-
titutivo del lenguaje es la proposicion, la cual no tiene sentido sino cuando es
totalmente analizable: comprender una proposicion es, en alguna medida, efec-
tuar su analisis. Este corresponde a presentar una explicacion radical (sin nin-
guna indeterminacién), en donde el contenido de la proposiciéon debe ser
“presentada delante de nuestros ojos”.

Se puede distinguir varios tipos de proposiciones: la proposicion elemental o
atomica (“p”), la proposicién compuesta (“p v q”) y dos tipos de proposiciones
especiales: las tautologias y las contradicciones.

Una tautologia es una proposicion del calculo de proposiciones cuyo valor es
Verdadero siempre, en cualquier tipo de interpretacion. Su verdad no depende de
lo que pasa en el mundo inscrito porque es verdadera en cualquiera de los mun-
dos. Una contradiccion o antilogia, al contrario, su valor es falso siempre.

Asi, por ejemplo una proposiciéon como “p v —p” es una tautologia, que
corresponde a la definicion misma del conector “v”, se dice que las tautologias
son verdaderas en virtud de su forma I6gica y no por la interpretacién sobre el
mundo. Las tautologias expresan principios de la 16gica, por ejemplo, algunas
de ellas:

p ="p: principio de identidad proposicional.

p v—p: principio del tercer excluido.

—(p A —p): principio de no- contradiccion.

(pvq) =(qV p): principio de conmutatividad de “v”.
(p A q) =(q A p): principio de conmutatividad de “A”.

Asi mismo, Wittgenstein distingue dos tipos de analisis:

- A partir de signos simples, que son los nombres (andlisis nominal), la pro-
posicién presenta asi un sentido perfectamente determinado. La propo-
sicion elemental o atémica es “verdadera” o “falsa” y no comporta partes
“verdaderas” o “falsas” por si solas.

- A partir de la nocién de “verifuncionalidad” que une las proposiciones
elementales.

El primer tipo responde a la nocién esencial de articulaciéon. Si los elemen-
tos constitutivos del lenguaje son proposiciones (eje proposicional), significa
que las palabras aisladas, sin articulacion, no son lenguaje por si solas. La pro-
posicion analizada es la proposicion expresada de tal manera, que la articula-
cion del sentido aparezca en su estructura.
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Por ejemplo, para dos proposiciones elementales: “p” (“estd nevando”)
y“q” (“hace sol”), las dos proposiciones verdaderas, la proposicion com-
puesta “p A q” (“esta nevando y hace sol”), estd articulada y es verdade-
ra, segin el conector “A”.

El segundo tipo responde a la funcion de verdad!®y la proposicion se ex-
presa, por ejemplo, segun una Tabla de Verdad'” de proposiciones elementales.
De esta manera, el lenguaje puede ser descompuesto en sus elementos, sefia-
lando que existen elementos dltimos y estables y la proposicion tiene sentido
si es completamente analizable y comprenderla es efectuar este andlisis inte-
gral, excluyendo toda ambigtiedad.

Por ejemplo, la Tabla de Verdad de la proposicién compuesta “p A q” co-
rresponde a:

P Q pAq
vV Vv \Y%
V F F
F V F
F F F

Aqui, “p A q” es verdadera si y solamente si “p” y “q” son verdaderas y
falso en todos los otros casos.

La analicidad exige un procedimiento legitimo para explicitar lo compuesto
y la elementaridad, de manera que se presente una relaciéon biunivoca entre
los nombres y objetos representados: un nombre por un objeto y un objeto por
un nombre. Lo “compuesto” posee dos propiedades: la funcién de verdad de
las proposiciones elementales y la propiedad de “generalidad”'® que depende

16 La Funcién de Verdad se identifica a toda proposicién compuesta de la Légica de Proposiciones cuyos
valores varfan a partir de los valores de los enunciados simples que la componen. El célculo de estas
variaciones se puede hacer con la ayuda de una Tabla de Verdad.

17 ‘Tabla de Verdad entendida como un procedimiento de decisién, permitiendo de una manera semimecanica,
saber en qué caso una expresién es verdadera y en particular de decidir si la expresién es verdadera para
todas las substituciones de valores de sus variables. Para tal uso, no se necesita ninguna utilizacién de la
imaginacién, como es el caso de la demostracion.

18 La proposicién “(para todo x) y x”.
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de la manera como las variables se especifican, esta tltima se asegura por las
proposiciones compuestas. La “elementaridad” asegura la finitud y la univocidad
del analisis con las proposiciones elementales e igualmente define y estabiliza
el sentido del lenguaje.

De esta manera, “Tener sentido” y “ser analitico” son equivalentes y en estos
casos se distinguen el “sentido y la denotacion” (segin Wittgenstein):

Sentido y denotacion'®

El sentido de una proposicién esta dado por su estructura légica, que
presenta las condiciones de posibilidad de la proposicién, de ser verda-
dera o falsa. Pertenece al campo de la sintaxis y denota o reenvia a los
objetos extralingtiisticos que son las referencias de los nombres, sin los
cuales el lenguaje se quedaria sin referente, llevaria al infinito o a un
circulo vicioso. Los objetos fijan la semdntica del lenguaje. Es asi que el
sentido lleva a la denotacion del objeto a través de un calculo. El sentido y
la denotacién son contrarios en su orientacion: el sentido es intralin-
gliistico (esta dentro del lenguaje 16gico) y la denotacién y por tanto la
verificacién de la verdad de la proposicién es extralingtiistica poniendo
enrelacion el lenguaje y la realidad

En esta perspectiva, toda proposicién tiene un sentido; la denotacion no se
aplica sino a las expresiones simples (palabras), no a las proposiciones
o enunciados (que sean simples o compuestos). Las expresiones que tie-
nen una denotacién se asimilan a nombres propios y los nombres pro-
pios no tienen un sentido, ellos designan o hacen referencia a una cosa,
objeto o persona.

Técnicamente, comprender el sentido de una proposicién es saber
c6mo el enunciado o proposicién puede ser resuelto, de una manera
transparente (“tabla de verdad”, un procedimiento de calculo o un
algoritmo), de manera que una proposicién de la forma “p A q”, indi-
que que no es verdadera sino en el caso que “p” y “q” son verdaderas
simultdneamente.

19 Esta problemdtica del “sentido y denotacién” (denotacién entendida también como referencia) se ha
presentado desde los desarrollos de la Escoldstica, con la diferencia entre vox (signo, sonido) y el sermo
(significado). G. Frege va a traer la problematica en 1892 (Sinn und Bedeutung: “Ecrits Logiques et Philosophiques,
Paris, Seuil, 1971, pp. 102-126), al interrogarse sobre el limite exacto de la relacién de identidad (Si
“A=B", se refiere al significado del signo como tal o a lo que ¢l representa?). La diferencia entre
Wittgenstein y Frege, es que el primero concierne la articulacién de los términos y solo los nombres
tienen una denotacién o una referencia y la proposicién articulada tiene un sentido; y para Frege tanto
las proposiciones como los nombres tienen sentido y referencia.
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Naturaleza Representacional del Lenguaje

El lenguaje se refiere a la realidad extralingtiistica, asi la proposicion
compuesta no se verifica inmediatamente, porque ella es el resultado de
operaciones de célculos o de combinaciones cuya efectuacién es inde-
pendiente de la inspeccién de los objetos reales. De manera que, la rela-
ciéon lenguaje-realidad se produce sobre la proposicion elemental, donde
existe el “hecho” que la proposicién describe.

Se puede decir que estos lineamientos del lenguaje 16gico, nos conducen a
presentar las Caracteristicas del Lenguaje, asi:

Explicito: la necesidad de presentar una anotaciéon material, en donde el
sentido de la proposicion sea claramente expresado.

Univoco: sin ninguna ambigtiedad, ni plurivocidad que pueden llevar a
la confusién y a la indecision: a cada nombre corresponde un objeto.

Funcionalidad: es el complemento operacionalista de la exigencia de la
univoco: a todo signo corresponde una funcion.

Distincion de niveles 16gicos: debe ser claro si se est4 tratando de lo real
(hechos) o del lenguaje 16gico o lenguaje objeto (proposicion atémica, pro-
posicién compuesta, nombre...), o del metalenguaje, lo que evitaria la con-
fusion de los tipos o categorias del lenguaje (Russell?, Ryle, ...). En esta
altima opcién, debe precisarse a qué nivel metalingiiistico pertenece. Una
distincion importante es la del nombre propio y los predicados.

El nombre propio designa un objeto (una referencia extralingiiistica),
pertenece al lenguaje de los objetos, es decir un lenguaje inmediatamente
referencial (directamente articulado al real extralingtiistico).

El término predicativo describe una clase de objetos, es decir que se
refiere a una coleccion de nombres propios?!. El predicado pertenece,
entonces, a un nivel “metalingtiistico”: aquello que designa un predica-
do no es un objeto extralingtiistico sino un constructo lingtistico (la cla-
se). Las “casas son azules” pero “el azul” como cosa no existe. Asi, dentro

20 RUSSELL, Bertrand (1910).

21 Para aclarar, veamos un ejemplo en lenguaje ordinario: para afirmar que “las casas son azules”, es
necesario identificar ciertas cosas como “casas” y designarlas como siendo “casa”. La palabra “casa”
funciona como un “nombre propio” del objeto designado.
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de un lenguaje l6gico la naturaleza o uso de un término deberia expre-
sarse claramente??.

5. ELEMENTOS DEL LENGUAJE FORMAL

A nivel general, se pueden discernir los elementos del lenguaje a partir de
las nociones presentadas, se tiene: el Metalenguaje y Lenguaje Objeto, los Simbolos
y Signos y las Reglas.

Metalenguaje y Lenguaje Objeto

La dindmica de una Lenguaje formal produce una cadena de simbolos cons-
truidos y estructurados conforme a reglas y que pueden ser interpretados
posteriormente, como por ejemplo:

Para “1+1=4" si y solamente si 1=2
Proposicion elemental “p: 1+1=4"
Proposicion elemental “q: 1=2"

Proposicion compuesta, la cadena de simbolos construidos seria:
//(qu)v(qu)llo 1/qu//

Segtin la presentacion de Carnap, el lenguaje de la cadena de simbolos es el
Lenguaje Objeto, pero la explicacion de esta cadena de simbolos necesita un
lenguaje, que puede ser el espafiol corriente, eventualmente enriquecido de
notaciones y de términos matematicos cuyo uso serd requerido, en ciertos ca-
sos; tal lenguaje se llama un metalenguaje o lenguaje del observador?.

El metalenguaje debe disponer primeramente de los nombres de los simbolos,
expresiones y formulas del lenguaje objeto; asi mismo debe disponer de las
variables que permiten hablar de manera general de simbolos o expresiones (las
variables cuyos valores posibles son los simbolos o expresiones del lenguaje
objeto); e igualmente las constantes l6gicas o conectores?. De esta manera permite
la formacién de proposiciones estructuradas segtn las reglas establecidas.

22 Gran parte de los errores légicos vienen de esta falta de distincién que son corrientes en el lenguaje natural.

23 El prefijo meta marca la diferencia que separa el lenguaje objeto propiamente dicho y el discurso sobre el
sistema.

24 Es posible utilizar la convencién familiar segin la cual se obtiene un nombre de una palabra o de un
stmbolo incluyendo las comillas (“ ”) en esa palabra o simbolo, que significa mencionar la palabra o simbolo
encerrado en comillas. Segin esta convencion, se puede decir por ejemplo, a propésito de uno de los

“_»

conectores del lenguaje objeto: “—” es un simbolo 16gico.
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A nivel general, el metalenguaje hace parte de la estructuracion de niveles
légicos que ha sido definido para corregir los problemas 16gicos de
autoreferencia o reflexibilidad e igualmente de indecidibilidad, de manera que
no se pueda incluir en el conjunto E el nombre que permite designar este con-
junto y el criterio o término que lo identifica, con el fin de que un nombre que
designa los objetos, no sea utilizado para designarse a si mismo como uno de
los objetos; se diferencia entonces el conjunto “E” del término que permite
identificar este conjunto, respetando asi los diferentes niveles 16gicos?.

Simbolos y Signos

La l6gica, por vocacién, renuncia a presentar una teoria general del conoci-
miento simboélico, se preocupa solamente de construir su edificio propio sobre
una base cuya solidez sea reconocida generalmente. Asi, el simbolo es un ser
abstracto, como el utilizado en matematicas y los signos trazados en papel,
pantalla de computador, tablero...etc, sirven solamente para evocarlo?.

De esta manera se tienen como signos primitivos del lenguaje, por ejemplo,
los siguientes:
Variables
- P,q 1,8 Py, 9y Iy, S - FEPresentan proposiciones atémicas o elementales.
- A, B, C...: representan variables metalingtiisticas para representar cual-
quier tipo de proposicion.
Constantes logicas y conectores

Son instrumentos de articulaciéon de las proposiciones, razén por la cual la
proposicion puede estructurarse como “funcién de verdad”; son considera-
dos como signos puramente operatorios, no tienen sustancia propia, no re-
presentan nada y por consecuencia no tienen ninguna representacion o
referencia en el mundo de los hechos, ellos son, entre otros:

- 7:no;

D:implica;

v: o (disyuncion);

- —: si....entonces (condicional);

25 El metalenguaje fue planteado por Russell en su Teoria de Tipos y en Hilbert con la presentacién de la
Metamatemdtica.

26 Es la misma situacién del mateméatico que puede estudiar un circulo cuyo didmetro es igual a aquel del
sol, trazando solamente una figura muy aproximada de ese circulo.
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- ¢ si y solamente si; =: bajo la forma de equivalencia, se usa para
definiciones.

6. SINTAXIS Y SUS ELEMENTOS

En sintesis y de acuerdo a los lineamientos aportados por Carnap y
Wittgenstein, la sintaxis de un lenguaje puede ser vista como la que concierne
su estructura y sus propiedades, fuera de toda referencia a una interpretacion
intuitiva de sus simbolos (Martin, 1964, p. 33). Martin nos presenta dos formas
de ver sus elementos: en el lenguaje mismo y con respecto a otros lenguajes.

Lenguaje mismo

Una de las primeras tareas de la sintaxis es la de formalizar las convencio-
nes de escritura, en la cual se introducen abreviaciones para aligerar la escritu-
ra o para definir ciertas propiedades del lenguaje. Se puede, por ejemplo,
anotar “A v B” la expresiéon “—~A > B”, en donde “A” y “B” son férmulas, o
“A & B” la expresion “—(A o—B)”. En estas anotaciones los signos “&” y “v”
pertenecen al “metalenguaje”. El interés de estas abreviaciones se apreciara
cuando se demuestre que ellas poseen ciertas propiedades, por ejemplo que
“v”y“&” son conmutativos, en el sentido que “(A v B) o (Bv A)” y viceversa

“(Bv A)> (AvB)".

Ademés, la sintaxis permite presentar definiciones nuevas enunciadas en el
metalenguaje, que posibilitan la introduccién de nuevas nociones importantes
para el desarrollo de la sintaxis. Una primera nocién es la deduccién, que gene-
raliza la definicion de demostracion, y representa la tarea mas importante de la
sintaxis.

La deduccion obedece, entonces, a las reglas usuales de la 16gica, utilizando
el principio de recurrencia; las demostraciones en sintaxis comportan elementos
intuitivos y utilizan no solamente los recursos habituales de la l6gica, sino
también aquellas de las matematicas. De ahi, una dificultad preliminar (que ya
hemos mencionado): un circulo vicioso al emplear una forma de razonamiento
tipicamente matematico para estudiar un lenguaje 16gico, cuando justamente
se espera que este lenguaje dé luces sobre la naturaleza de la deduccién 16gica
en general y particularmente de la deduccién en matematicas?.

27 De esta manera, se define el alfabeto de un lenguaje l6gico como un conjunto de simbolos, donde se
distinguen sub-conjuntos. Las variables se han numerado, tales aj, a,, ..., utilizando la cadena de niimeros
enteros. Pero si, para construir una légica que permite formalizar las matemdticas, se debe recurrir a
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De manera que, la tarea de la 16gica en general y de la deduccion en particu-
lar consiste en presentar y guiar un discurso coherente sobre las formas del
discurso mismo, con el espiritu de conferir la consistencia y evidentemente se
deben utilizar formas matematicas elementales que no sean superiores a las
formas légicas, para romper el circulo vicioso anotado.

Asi, una de las tareas de la sintaxis, en la deduccién, es discernir el uso de
razonamientos matematicos y de caracterizar de manera precisa la matematica
a la cual se pudiere recurrir, segun el objetivo que se busque?® (Martin, 1964,
pp. 46-47). La deduccion generaliza, entonces, la demostracion, facilitando asi
la efectividad, el rigor y su posible mecanizaciéon de todo el sistema de la
sintaxis logica.

Para desarrollar una deduccion efectiva se consideran tres propiedades defi-
nidas, asf:

Consistencia: el resultado de la aplicacién de reglas de la sintaxis no pue-
de producir simultdneamente una proposicién y su negativa; llamada
no-contradiccién por Hilbert (que “p” y “—p” sean verdaderas).

Completitud: asegura la estructuracion de la totalidad de las proposicio-
nes verdaderas por medio de un conjunto de reglas que va a garantizar
tanto la completitud como la consistencia, o bien los resultados de la
aplicacion de las reglas de sintaxis es no-completo y no-consistente.

Decidibilidad: si existe un procedimiento efectivo® que permite para toda
formula arbitrariamente dada, decidir si es 0 no una tesis.

nociones especificamente mateméticas, se encuentra un problema que debe ser resuelto (objeciéon de
Poincaré a los primeros trabajos de Hilbert).

28 Es la posicién adoptada por Hilbert, que persegufa fundar las matemdticas por medio de la formalizacién,
es decir reconstruirlas con méxima solidez, toma como instrumento metamatematica una matemdtica débil
como la aritmética finitista. En esta aritmética concreta, los objetos y sus propiedades se toman con plena
certeza. Una cifra se considera como una abreviacién (para una cadena de “1”: 2 abrevia la cadena “1,1”...).
Las operaciones de adicién y de multiplicacién se definen concretamente a partir de la nocién de cifra.
Sus propiedades se establecen por medio de una induccién completa apoyada en una construccién efectiva de
la cadena de enteros. Aqui, hay una deduccién que se basa en la construccién concreta de cifras.

En analogia a la designacién de Hilbert, los légicos de Warsaw (Lukasiewicz y otros) han hablado del
“calculo meta-proposicional”, de metalégica. Sin embargo la palabra “metalégica” es una designacién para
el subdominio de la sintaxis que utiliza frases l6gicas en un sentido estricto.

29 Procedimiento efectivo es aquel que permite llegar a un resultado, al término de un ndmero finito de etapas,
en las cuales solo se utilizan operaciones definidas con anterioridad. Esta definicién es un poco imprecisa,
se vuelve mas rigurosa, si se traduce a lenguaje matemético utilizando la teorfa de las funciones calculables
(funciones recursivas que incluyen los procedimientos efectivos).

30 Desgraciadamente, solo los sistemas bastante pobres en medios de expresién son decidibles.
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Con estas propiedades se perfila una sintaxis como cdlculo que nos ha pre-
sentado Carnap en su sintaxis [6gica, en donde es la aplicaciéon de reglas for-
males sobre signos desprovistos de contenido, que los lenguajes pueden
desarrollar los célculos aplicados a la deduccion y por lo cual estos lenguajes
evolucionan en su estructura sintactica. Asi, son estas reglas que retoman
toda su importancia, porque son ellas que van a determinar la formacion de
las expresiones, especificando las propiedades, la relacién de signos, las po-
sibilidades de estructuracion entre ellos, que proporcionan lo que se llama
una “expresién bien formada” (EBF). Asi, a partir de las reglas de formacion, se
puede tener:

- Toda variable es una “EBF”.
- Si“p” esuna “EBF”, entonces “ =p” es una “EBF”.
- Si“p”y“q” son “EBF”, entonces “p v q” es una “EBF”.

Asi mismo, las reglas sintacticas aseguran la transformacion de las expresio-
nes en una deduccién, donde se esta en el dominio de lo operativo, del cdlculo
en si mismo, y que en este caso del célculo es un procedimiento efectivo, casi
mecanico, que proporciona los resultados de la deduccion. El procedimiento
mas simple para la construccién de un calculo consiste en seleccionar algunas
frases como frases primitivas (algunas llamadas como postulados o axiomas) y
algunas reglas de inferencia.

Las Reglas de Transformacion muestran qué “manipulaciones” son toleradas y
cudles no, es decir las reglas que no alteran la validez dada como punto de
partida; por ejemplo, la condicién para que una regla de substitucién, que pue-
de remplazar en una proposiciéon valida una variable por una “EBF” y que
puede producir una nueva proposicion valida.

El uso de estos dos tipos de reglas asegura la presentacion del esquema
deductivo, como:

Una cadena de “EBF”, las cuales pueden ser: un axioma, la consecuente de
tal esquema, en donde el antecedente precede el consecuente, la tltima propo-
sicion del esquema es una teorema (objeto de la demostracion y constituye una
“EBF” muchas veces con el mismo titulo de los axiomas, puede ser reutilizado
en otra demostracion y puede ser una proposicion refutable cuya negacion se
deriva del sistema).

Sintaxis en las relaciones con otros lenguajes

En este caso, la sintaxis puede ser considerada segtn las relaciones entre
dos o mas lenguajes, provistos de léxicos, y de reglas de formacién y de trans-
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formacién semejantes; se pueden presentar, por ejemplo, dos lenguajes donde
uno de los dos es maés fuerte que el otro (S y S'-mas fuerte-), de manera que
toda formula demostrable en S es demostrable en S!, pero ciertas formulas
demostrables en S! no pueden ser demostrables en S. El interés de contar con
este tipo de sintaxis surge del hecho que es posible demostrar ciertas propie-
dades de un sistema en relacién con un sistema mas débil, por ejemplo, la
aritmética elemental en relacion con la teoria de conjuntos?!.

Esta sintaxis de relaciones, proporciona dos propiedades importantes del
lenguaje: la fuerza y la consistencia relativa. Martin (1964, pp. 40-51) presenta
estas propiedades como la posibilidad de demostrar y de traducir un lenguaje
en otro. Asi, la fuerza es comparable al nimero y a la cualidad de los medios de
expresion del lenguaje, de ahi el interés de distinguir netamente en la sintaxis
del lenguaje, lo que es del recurso de una teoria débil o de expresiones ele-
mentales y lo que exige una teoria fuerte o expresiones fuertes.

7. CONCLUSIONES

A lo largo de este estudio se ha puesto el acento sobre el lenguaje formal,
donde se considera la formalizacién, como herramienta para la construccién de
este tipo de lenguaje, dando a la deduccion y por lo tanto a la sintaxis el rigor y
la precision necesaria para fundamentar el desarrollo y la dinamica de un len-
guaje formal. Una de las preguntas que resulta de esta formalizacion es el
alcance de esta, es decir su limite, o la pregunta ;hasta donde se llega con la
formalizacién en un lenguaje, en general y de la sintesis en particular?

En este sentido, se conocen ciertos limites trazados historicamente: el teo-
rema de Lowenheim (1915) y sus etapas de generalizacién de Skolem (1920-
1925), el teorema de Godel (1931), o los limites presentados por los 16gicos de
los afios 36 (Turing, Post, Church, Kleene). Limites que son alertados desde las
llamadas paradojas, como la de “El Mentiroso”?? planteada por Bertrand Russell,
“cadenas de nimeros en cadenas de letras” por Richard, “la clase de clases” de
B. Russell...etc. Paradojas que son el indice de una carencia fundamental de la
l6gica confrontada a enunciados indecidibles, donde no se tienen atin soluciones
completas. Lo que es interesante, en el planteamiento de estos limites, es la

31 En este sentido Godel demostré en 1939, su teorema, presentando la nocién de consistencia relativa
donde un sistema S1 es consistente con respecto a un sistema S, si la consistencia de S1 contiene la
consistencia de S.

32 El poeta cretense, Epiménedis (VII siglo, a.c.) afirma: “todos los cretenses son mentirosos” (p). Cémo
decidir de la valor de verdad de “p”? Si “p” es verdad, como Epiménedis es cretense y entonces mentiroso,

“. »

“p” debe ser falso. Se necesitarfa que “p” sea falso para poder ser verdadera, lo que es absurdo.
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estructuracion de problemas, que van a desarrollarse y que tienen como punto
de partida el teorema de limitacion, de Godel®. El va a demostrar que existen
lenguajes formalizados de una cierta potencia que contienen proposiciones que
corresponden a enunciados verdaderos pero, sin embargo son indecidibles o
sin procedimiento de demostracion.

Las probleméticas tratadas a partir de Godel, corresponden, en la mayoria,
a los procedimientos decidibles referidos a la metamatematica y a la
decidibilidad en si misma, como aplicabilidad de estos procedimientos. Se plan-
tea de un lado, la necesidad de una metamatematica estrictamente finitista, lo
contrario llevaria a una regresion al infinito. De otro lado, se requiere una
metamatematica totalmente operacional. Aqui, se presenta un limite funda-
mental a la decidibilidad y a la formalizacién, en la cual el conjunto de las
matematicas no podria fundamentarse enteramente sobre procedimientos
decidibles.

De esta manera, lo que ensefa esta l6gica y su sintaxis es “la delimitacion
del campo de lo que se puede formalizar y de lo que no se puede formalizar”,
sacando a la luz la existencia de una matemaética aceptada como formalizada,
pero también la importancia de certezas légicas inductivamente adquiridas
pero que ha sido imposible de transformar en teoremas y de formalizar com-
pletamente (Tesis Turing-Church); mostrando en los dos casos, la complejidad
de los desarrollos introducidos por la formalizacion de la sintaxis y la riqueza
de una ciencia l6gica muy viva.

Igualmente, estos desarrollos de formalizacién ampliaron, de alguna forma
la imaginacién abstracta de los 16gicos, matematicos y filésofos, produciendo
herramientas e hipdtesis innumerables, aplicables al andlisis de casi cualquier
hecho complejo, mostrando el género de problemas susceptibles de recibir una
solucion o aquellos que deben ser dejados porque van maés all4 de cualquier
solucion.
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RESUMEN

En este articulo demostramos el Teorema de Abel para la lemniscata sin la ayuda de
la teorfa de las Funciones Elipticas y sin referencia alguna a la moderna Teoria de
Campos. Los ingredientes esenciales de la demostracién son las funciones
lemniscdticas de Gauss y algunas nociones elementales sobre factorizacion en el
anillo de los polinomios que tienen coeficientes racionales. El procedimiento es muy
poderoso. En verdad, no solo probamos que la construccién geométrica es posible,
sino que indicamos las operaciones algebraicas que realizan la construccion.

Palabras y frases clave: division de la lemniscata, funciones elipticas, construc-
ciones geométricas, Teorema de Abel, Teoria de Galois.

ABSTRACT

Here we prove Abel’s Theorem on the lemniscate from scratch. This means no reference
to Elliptic Functions or Field Theory is made. Instead, we use of the elementary theory
of the lemniscatic sine and some basic facts on the factorization in )[|. The procedure
is powerful. We do not only prove the validity of the geometric construction but also
give an algebraic algorithm yielding the constructible numbers.

Keywords and phrases: Lemniscate splitting, elliptic functions, geometric
constructions, Abel’s Theorem on the Lemniscate, Galois Theory.

1. INTRODUCCION

La lemniscata es la curva plana dada por la ecuacién cartesiana

(2 +y?)?= (2 - y).

En este articulo demostramos el célebre Teorema de Abel para la lemniscata:
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Teorema 1.1 (Abel). Sin = 2kP1Pz ... P,, donde los P,i= 1, ..., t, son primos de
Fermat diferentes, entonces es posible dividir la lemniscata en n partes iguales con regla
Y compds.

Es inevitable comparar este resultado con el de Gauss (1801) sobre la cons-
truccion de los poligonos regulares.

Atin cuando en las demostraciones seguimos el espiritu del texto original
de Abel (1827), no usamos la teoria general de las Funciones Elipticas para
probar este notable resultado. En su lugar, empleamos la teoria particular de
las funciones lemniscaticas de Gauss. En ello, este articulo difiere del mencio-
nado trabajo de Abel y de la conocida versién contemporanea de Rosen (1981).
La historia completa del problema desde sus albores a comienzos del siglo
XVIII se puede consultar en Hernandez y Palacio (2009).

En la Seccion 2 presentamos los rudimentos indispensables sobre el seno y
coseno lemniscéticos de Gauss. Con ayuda de la férmula de adicién del seno
lemniscatico para el arco doble, se prueba la primera proposicion fundamen-
tal, a saber:

Teorema 1.2. La lemniscata se puede dividiren 2% 1 € 7%, partes iguales con regla
Y compds.

El resto del asunto es méas delicado. En la Seccién 3, estudiamos la forma
racional de la férmula de adicion del seno lemniscatico para un multiplo impar
de un arco dado. El analisis de la situacién nos permite construir un polinomio
cuyas raices resuelven el problema de la divisién. La Seccion 4 esta dedicada al
caso particular en el que el entero positivo impar es un primo de Fermat. En
ella se prueba lo siguiente.

Teorema 1.3. Si n es un primo de Fermat, la lemniscata se puede dividir en n partes
iguales con regla y compds.

Finalmente, un breve argumento que combina las férmulas de adicién con la
Teoria de Numeros permite demostrar el Teorema l.I. A manera de conclusion,
se bosquejan algunas reflexiones y comentarios sobre el papel de este teorema
en la historia del problema de la divisién de la lemniscata en partes iguales.

2. FUNCIONES LEMNISCATICAS

En su diario matemaético, Gauss (1797) anot¢ los resultados de su estudio
sobre estas funciones. En seguida presentamos un breve resumen de su teoria,
el cual sirve de fundamento a nuestra presentacion.
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2.1. Seno lemniscatico de Gauss. El nimero

w Lde
— A 1,3110287714605987

2 Jo Jigt

juega el papel de Tt/2 en la teoria de las funciones circulares. Consideremos,
pues,

arcsl : [-1,1] —

[2§'L'_>/ /1_{4

Laintegral de la derecha es la longitud de arco de la lemniscata. Como arcsl
es biyectiva, definimos el seno lemniscético como la funcién impar de periodo

2w que satisface sl = arcsl” en el intervalo [—Z, 2| O sea, sl: R — [~1,1] y su

grafica es similar a la del seno circular.

El seno lemniscéatico es diferenciable. Méas atun, el teorema de inversién
(o de la funcién inversa) del Calculo elemental arroja (dsl/dx)(a) =+ (1 -
sl4(a))". El coseno lemniscético es la funcion:

c: R — [~1,1], cl(z) = sl (% — ;L‘) .

La identidad pitagorica de la Trigonometria circular tiene su contraparte
lemniscética en la identidad fundamental

sl (x) 4 cl®(x) + sl*(2)cl*(2) = 1 & sl*(z) = %m

La constructibilidad de un punto de la lemniscata equivale a construir el
seno y el coseno lemniscético correspondiente a su arco. Asi que, desde el
punto de vista de las construcciones geométricas, basta obtener una de las dos
funciones lemniscaticas puesto que la otra se obtiene de aquella por operacio-
nes de campo y raices cuadradas.

También, la formula de adicién del seno lemniscatico es

o ) £ sl(y)e()
i@ £y) 1 F sl(x)sl(y)el(x)el(y)
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2.2. Bisecciones iteradas de la lemniscata. Asi pues, la férmula del seno

lemiscético del arco doble es sl(2x) = % Ella nos conduce a un pri-

mer resultado sobre la construcciéon de las divisiones de la lemniscata.

Proposicion 2.1. Si sl(x) es construible con regla y compds, entonces sl (%)

también lo es.

Demostracion. En

25l (2) el (2
Sl(.‘l_.‘) _ 5 EQ)‘(' (22)” .
1= (2) b (3
ponemos y = sl (%)cl(%) para obtener sl(z) = 132 De este modo, sl(x) -

y?sl(x) - 2y = 0 y la férmula cuadratica arroja que

—1 /1 +sx)
sl(x)

es contruible con regla y compas. Ahora bien, la identidad fundamental
produce

En consecuencia,

sl (%) — (1 = y*)sl? (%) +y* =0.

De nuevo, por la forma de la solucion a la ecuacion cuadratica, s1? (x/2) y sl
(x/2) son construibles con regla y compas.

Repitiendo el proceso un ntimero finito de veces a partir de la totalidad de
la curva, obtenemos el Teorema 1.2.

3. ESTRUCTURA DE SL(NX), N IMPAR
Es fécil probar que
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3 — 6sl*(x) — sl®(x)

sl(3x) =sl(2x + o) = sl(x —
sl(3z) =sl(2e + ) =sl(z) x 1+ 6sl'(z) — 3s1®(x)

En general, este hecho se generaliza con ayuda del principio de induccién y
la férmula de adicion del seno lemniscatico. Ciertamente, no es dificil probar
que

Proposicién 3.1. Sin € Z* es impar, entonces

si(nz) = sl(x) x 't,;-i'r(eslz(:r:)),
donde 1 es una funcion racional con coeficientes enteros.

Escribamos ahora

,!.;.-](Sl‘z(w)) _ p("-"l(“{)) :
g(sl(x))
para ciertos polinomios p, g con coeficientes enteros que no tienen factores
irreducibles comunes y por tanto, no tienen ceros comunes. Resulta que los
ceros de p son precisamente aquellos que necesitamos para la division de la
lemniscata en n (impar) partes.

Proposicion 3.2. Sin = 2k + 1 > 3 es un entero impar, p es un polinomio de grado
n -1 = 2k con ceros distintos no repetidos

sf(%f)

donde m toma los valores enteros distintos de cero entre -k y k. Con esto, quedan
determinados los ceros distintos de cero de sl(nx) en el intervalo |—w /2, w /2.

Demostracion. Si x = @w/n, entonces sl(nx) = sl(w) = 0y asi, sl(@/n) es un
cero distinto de cero de p. Con el fin de encontrar todos los ceros de p, obser-
vemos que si p(sl(x)) = 0, sl(nx) = 0. Por tanto, la periodicidad del seno implica

e

que nx =mw y, de este modo, z = @, m € Z. Afirmamos que los ceros de
pen [—w/2 w/2] son
sl(ﬁw)T m e [~k k| —{0}.

n
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Veamos que todos ellos son distintos. Ciertamente, si sl (m@/n) =
sl(m'z /n), entonces (m-m') w = 2wjn, para cierto entero j. Se sigue que

m-m'

2n

=,

lo cual es contradictorio con el rango de valores posibles de m, m'. De este
modo, p tiene n - 1 ceros diferentes. Hace falta ver que dichos ceros no estan
repetidos. Al derivar sl(nx)g(sl(x)) = sl(x)p(sl(x)) con respecto a y = sl(x),

G%sl(n;r) x q(sl(z)) + sl(n-;r)j—; = p(sl(z)) + sl(x j—ij

Si suponemos que p tiene un cero repetido sl(x), su derivada también se
anula en dicho cero y la expresion anterior produce g(sl(x)) = 0. Esto no es
posible porque hemos supuesto que p y g no tienen ceros comunes.

Corolario 3.1. La sustitucion r = slI(x) en p produce un polinomio con coeficientes

n

enteros de grado k = "' enr cuyos ceros distintos y no repetidos son

SIZ(%EU) €0,w/2], 1<m<k.

4. PriMOS DE FERMAT

Limitémonos al caso en que n es un primo de la forma 2%+ 1, o sea, un
primo de Fermat. Partimos, pues, del polinomio

k
cot+er+---+eprt, co,c1, 0 Cp € 7L,

k= (n-1)/2=2%-1, cuyos ceros son

sl? (m-i), 1<m<2% 1
n

Denotemos por o a una raiz primitiva médulo 7, es decir, o es un elemento
del campo Z,, tal que n es el menor entero no negativo que produce o' =1

(en Z, ). Ahora bien, el grupo de unidades
1,2,...k,..m-1=-1={a,d ..,oc=-1, .. ,0"1 =1}

contiene el subgrupo {1, -1} y el cociente estd formado por las clases
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|m| ={m,-m},1<m<k.

De este modo, | okt | = | o |. Todo se reduce a considerar la construccion

geométrica de los elementos permutados

slz(|r_x"”'|f), 0<m<k—1=2""1_-1.
n

Construyamos enseguida

.‘"i'ﬂ (E) — Z 9m812 (|am| %)1

T
m=>0

donde ¢ € C es una raiz k-ésima cualquiera de la unidad, es decir, ok = 1.

Notemos que ¢ es una funcién racional de sl? (E) , digamos,
' m

o(2) (e ()

n
Paraue {0,1, ..., k- 1},

k-1
- . ]

We (|a‘” |i) = E 6™ (|(k'm_‘”'|i)
n n

m=0

k-1
: w LW
— g H E : grting]2 (|am+ﬂ‘ I) = 0 "y (I) .

m=(

Entonces, elevando a la k,
S )
n n

Sumando para los valores posibles de f,

k-1

wyF 1 wy\\

wimo(2) =1 Y (s (01 2))
v W(n.) k ”ZO)(B(b [ ‘n

Esta expresion es una funcién racional y simétrica de los ceros del
polinomio; asi, se puede reescribir a partir de sus coeficientes ¢, ¢, ..., ¢,
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mediante operaciones de campo. Como %k = 2%"~! ty(ww/n) = vy se obtie-
ne a partir de v, mediante raices cuadradas sucesivas. En breve, 1/y(w/n) es
construible.

Si @ = cos(3F) + isen(?"), lasraices k-ésimas de la unidad son 6", m =0, 1,
..., k- 1. Por la forma de k, todas ellas son construibles con regla y compas en
virtud del teorema de Gauss sobre la construccion de los poligonos regulares.

Si permitimos que 6 tome sus k valores posibles, se obtiene el sistema lineal

/ 1| = \

1 1 1 512(%) )
o2 NN - o2 (la|2
163(%) 1 ¢ 9 02 O»]2(|('.}:2|%)
\ v (E)/ Lot o® ... 0 2(Jok12)

En particular, la primera ecuacién de este sistema, correspondientea =1,
produce la suma de las raices

k—1

0(2) == St(12)

m=

Por fortuna, la matriz del sistema no es singular. Es més, su inversa es

1 1 1 1
. 1 67t 62 0
— 1 02 o1 6?
? X

1 6 0 o1

En consecuencia, las raices de nuestro polinomio p son construibles. Esto
demuestra el Teorema 1.3.

Supongamos para terminar que 7, es una potencia de dos o un primo de
Fermat y que 7, es un primo de Fermat, distinto a 71, en el caso de que este lo
sea. Por lo anterior junto con la férmula de adicién, los niimeros

Sl(k%) v ﬂ(k%)

Rev. Ingenieria, Matemdticas y Ciencias de la Informacion
Vol. 1/ Num. 1/ 2014; pdg. 125-136



TEOREMA DE LA DIVISION DE LEMNISCATA 133
LEONARDO SOLANILLA, OSCAR PALACIO, URIEL HERNANDEZ

son construibles para enteros cualesquiera k;, k,. Luego, por la férmula de
adicion (de nuevo)

sl(kl— th) = SI(M @)

na ning

también es construible. Ya que 1, y 11, son primos relativos, existen enteros k,,
k, tales que k;n, + k,n, =1. Repitiendo este argumento las veces que sea necesa-
rio, se logra la demostracion del Teorema 1.1

5. A MODO DE CONCLUSION

El Teorema de Abel sehala el momento histérico de soluciéon del problema
de dividir la lemniscata en partes iguales con regla y compas. El problema
habia tenido un inicio prometedor a comienzos del siglo XVIII. Sin embargo, el
método analitico usado para la divisién en dos, tres y cinco partes se hacia
muy dificil para enteros mayores. Siguiendo las ensefianzas de Gauss, Abel
pudo resolver el problema por un método que, hoy por hoy, puede conside-
rarse algebraico. El resultado también tiende un puente entre el pasado y el
futuro del problema. Entre otros detalles interesantes, sefialemos aqui que los
polinomios palindrémicos, que los grandes analistas del siglo XVIII encontra-
ban al dividir la curva, se explican con gran claridad en el marco del estudio
abeliano de sl(nx), tal como se trata mas arriba. De otro lado, Abel también
sento las bases s6lidas que llevaron después a probar el reciproco de su teore-
ma, un resultado interesantisimo que queda fuera del alcance de este articulo
introductorio.
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