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Este articulo presenta el procedimiento de elaboracién en la construccién de modelos matemdéticos de dos etapas en
manufactura. Se describe la forma de elaborar los grdficos, sus relaciones y el desarrollo matemético para determinar

las variables del modelo.
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ABSTRACT

This article presents the elaboration procedure in the construction of two-stage mathematical models in manufacturing.
The way to elaborate the graphs, their mathematical relationships and the mathematical development to determine the

variables of the model are described.
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I. INTRODUCCION

LA GESTION de inventarios en las empresas manu-
factureras es una de las actividades fundamentales
que requieren de un manejo y control extremo. Una
buena gestién de inventarios redunda en una mejor
planeacién y programacion de la produccion, en un
eficiente andlisis de las capacidades productivas, en
una mejor distribucién y manejo de los productos ter-
minados, en una mejor coordinacién de los inventarios
en proceso y de los productos terminados en la red
logistica, en una reduccién de los costos totales de

inventario y asi sucesivamente podriamos enume-
rar varios beneficios que se obtienen al aplicar una
eficiente y productiva gestiéon de inventarios en
manufactura y logistica. La globalizacién ha obliga-
do a las empresas en adoptar técnicas matemaéticas
que les permitan reducir costos de manufactura y
costos logisticos para poder sobrevivir en un merca-
do altamente competitivo. Por esta razén, los inves-
tigadores y académicos que trabajan en el campo de
la investigacion de operaciones permanentemente
desarrollan modelos matematicos de inventarios con
el objetivo de minimizar costos y lograr una mejor
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coordinacién de los inventarios tanto en manufactu-
ra (productos en proceso) como en la red logistica
(producto terminado) [1-7].

Cada empresa manufacturera tiene su propio sis-
tema de inventarios, en particular en relacién con los
inventarios multietapas manejados en manufactura,
en donde se definen y calculan las variables de deci-
sién como los tamanos de lotes 6ptimos que se ma-
nejan entre estaciones o procesos, los niveles 6ptimos
de inventario en cada estacion o proceso, los tiem-
pos de produccion 6ptimos, los tiempos de almace-
namiento y consumo del inventario ¢ptimos y los
periodos de corridas de producciéon. Asimismo, se
determinan los parametros del modelo matemaético
de inventario como los costos de alistamiento de la
produccion, los costos de produccion, los costos de
mantenimiento del inventario, las tasas de produc-
cién y tasas de consumo de cada estacién o proceso.
Por lo tanto, para construir un modelo matematico
multietapas, se requiere caracterizar el sistema
multietapa, apoyarse en un grafico mostrando el com-
portamiento del inventario y finalmente establecer
las relaciones matematicas del modelo, para luego
determinar las expresiones matematicas de las va-
riables de decision [8 -14].

I1. PROCEDIMIENTO PARA CONSTRUIR
MODELOS DE INVENTARIOS MULTIETAPA

El procedimiento para construir o elaborar
modelos de inventarios multietapas es el siguiente:

a) Caracterizar el sistema de inventarios mult-
ietapas. Es decir, definir las relaciones de los
lotes y tiempos de produccién entre los pro-
cesos o estaciones de trabajo. Definir si ad-
mite o no escasez de inventario. Defina
pardmetros y variables de decision.

b) Una vez caracterizado el sistema de inventa-
rios multietapa, proceder a representar este
sistema mediante una grafica que relacione
las etapas. Mediante esta grafico se repre-
senta el comportamiento del inventario en
los periodos de produccién, almacenamien-
to y agotamiento entre las etapas, procesos
o estaciones de produccion.

¢) Con base en el grafico, determine las rela-
ciones matematicas.

d) Una vez determinada las relaciones matema-
ticas, proceda a formular la ecuacién de cos-
to total del inventario relacionando todas las
etapas.

e) Expresar la ecuacién de costo total del in-
ventario (CT) con el minimo ntmero de va-
riables y derive la funcién de costo total del
inventario con respecto a una variable de
decision e igualela a cero (derivacion parcial
para encontrar el tamafio de lote 6ptimo a
un minimo costo total CT).

f) Obtenga las expresiones matemadticas para
cada variable de decision.
III. MODELAMIENTO MATEMATICO
3.1. Caso 1
Una empresa metalmecanica tipo taller, elabo-
ra un producto “X” a través de dos procesos u ope-

raciones en serie: corte y ensamble. Graficamente
el sistema se representa asi:

Compras Consumo

CORTE ENSAMBLE

—- —

Compras surte toda la materia prima a la estacién
de corte. Terminada la operacién de ensamble, el
producto se distribuye de acuerdo con la demanda.

Parametros:

TP, = tasa de produccidon en la operacion de
corte (unidades/unidad de tiempo).

TPg = tasa de produccién en la operacién de
ensamble (unidades/unidad de tiempo).

Tc = tasa de consumo (unidades/unidad de
tiempo).

CA; = Costo de alistamiento de la corrida de
produccién en la operacién de corte

($/lote).

CAp = Costo de alistamiento de la corrida de
produccion en la operacion de ensamble

($/1ote).
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CPc = Costo de produccion en la
operacion de corte ($/unidad).

CPg Costo de produccion en la
operacion de ensamble

($/unidad).

CM,

Costo de mantenimiento del
inventario en la operacién de
corte ($/unidad de tiempo)

CMg = Costo de mantenimiento del
inventario en la operacion de
ensamble ($/unidad de tiempo).

R = Demanda requerida durante el
periodo de planeacion donde
R = N@Q, (unidades).

T = Periodo de
donde T = Nt

planeacion,

TP, — TPp = Tasa de almacenamiento en la
operacion de corte.

TP — T, = Tasa de almacenamiento en la
operacion de ensamble.

Variables de decision:

QY; = Tamano del lote de produccién en la
operacion de corte (unidades).

QYg = Tamano del lote de produccién en la
operacién de ensamble (unidades).

Qy = Tamafio del lote de produccién optimo
comun a ambas operaciones (unidades)
de acuerdo con los supuestos del
modelo.

La grafica correspondiente a este modelo es la 1.

QXc =Nivel de inventario optimo en la
operacion de corte (unidades).

QXp =Nivel de inventario optimo en la
operacion de ensamble (unidades).

t; = Periodo de producciéon de un lote de
tamafio “Q,” o tiempo donde se
almacena un lote de tamafo “QX;” en
la operacion de corte (unidades de
tiempo) a una tasa (TPc — TPg).

t, = Periodo de produccién de un lote de
tamafio “Q,” o tiempo donde se
almacena un lote de tamano “QX;” en
la operacion de ensamble (unidades de
tiempo) a una tasa (TP — T¢).

t,— t; = Periodo ocioso de produccion por
ciclo productivo o tiempo de consu-
mo de un lote de tamafio “QX:” en la
operacion de corte a una tasa TPg .

t; =  Periodo ocioso de produccién por ciclo
productivo o tiempo de consumo de un
lote de tamafio “QXg” en la operacion de
ensamble a una tasa Tc.

t = Tiempo entre corridas de produccién o
duraciéon de un ciclo productivo en
donde se consume un lote de tamano
“Q,” del lote de produccién (unidades).

N = Numero de lotes que se fabrican
durante el periodo planeado.

Supuestos del modelo:
a) QYe =QYg =0,
b) TPc > TP; > T¢

La grafica correspondiente a este modelo es:

De acuerdo con el grafico 1, se establecen las relaciones matematicas:

<+ En el periodo t; se genera el inventario QX a una tasa de almacenamiento TP, — TP, asi:

QX¢ = (TPc — TPg)ty
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Grafica 1. Representacion del caso 1 [Operaciones de corte y ensamble)
<+ Enel periodo (t; — t;) se consume el inventario QX a una tasa TPg, asi:

QXe = (t; —t1)TPg

-
‘.

En el periodo t, se genera el inventario QX a una tasa de almacenamiento TPy — T, asi:

.,

QXp = (TPg — Te)t,

« En el periodo t3 se consume el inventario QX a una tasa T¢, asi:

QXp =Tcts
% En el periodo t; se genera el lote de produccién @, en la operacion de corte a una tasa de
produccién TP, asi:

Qy =TPcty

% En el periodo t, se genera el lote de produccion @, en la operacién de ensamble a una tasa de
produccion TPy, asi:

Qy = TPt
% Otras relaciones matematicas:

t =t,+t; R = NQ, Nt =T
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El siguiente paso es relacionar una variable (en lo posible) en términos de otra variable (haciendo
sustituciones) y obtenemos:

t, = Q’” Lty = Qj’ Lty =LE t2+t3—QL

(TPc—TPE)Qy _ (TPE-Tc)Qy
QXc = TP QX = TPE

Ahora, formulamos la ecuacién de costos totales (CT) de inventario (Costo total = Costo de
produccion + costos de alistamiento + costo de mantenimiento del inventario), asi:

1 1
1 1
CT = (CP¢c + CP5)QyN + (CA¢ + CAp)N + (E) CM-QXctoN + (E) CMyQXg(t, +t3)N

1 R 1
CT = (CP; + CPE)Q}, o + (CA: + CAE) (2) CMoQXoty — 0 (2) CMgQXg(t, + 53)0—
J" y ¥y

Sustituyendo QX¢, QXg, t,y t3 en términos de @y, obtenemos:

1 Qy(TPC_TPE) Qy R
— (CP; + CPy)R + (CA¢ + CAE)Q—y+ ( ) CM, [T—PC] (T_PE) (Q_y)

)

Simplificando la ecuacion, obtenemos:

R 11
T = (CP. + CPo)R + (CAp + CAp) — + (—

2 (o

TP-TPg TPgTc

Qy(TP; —TPg) R (} CME[Q}?(TPE_TC)]

Reordenando la ecuacion:

CT = (CP- + CP)R + w + (%) (w) CMcRQ, + (2) (M) CMgRQ,

Qy TP:TPg TPgT¢
Derivamos la ecuacién de costo total con respecto a Q,, y la igualamos a cero (a_ = 0), obteniendo:
J"
(CA¢ + CAE)R 1\ ((TP; — TPg) (TPy —T¢)
a Q2 + (E) Tprp, ) MR+ (2) T, ) MeR =0

Luego, despejando Q,, obtenemos:

2(CAq + CAg)

(TP, — TPE)) ((TPE - Tc))
( To,7P, ) Mc+\“7p1 ) CMe

Qy=
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3.2. Costos

Una empresa metalmecanica tipo taller, elabora
un producto “X” a través de dos procesos
(proceso 1 y proceso 2) en serie. Compras
abastece toda la materia prima al proceso 1.
Terminada la operacion del proceso 1, se
distribuye el producto de acuerdo con la tasa de
consumo.

Supuestos del modelo:  ¢) QV, = 3QY;
d) TP]_ = TPZ
e) Te<TP;

Para efectos de manejo hacemos QY; = @, y
QY2 = 30y

NOTA: Como las tasas de produccion del
proceso 1 y del proceso 2 son iguales, entonces no
se generan inventarios en el proceso 1, por lo
tanto, la produccién generada en el proceso 1, se
envia inmediatamente a surtir el proceso 2.
Entonces, la produccién en el proceso 1 no se
almacena, porque inmediatamente se consume en
el proceso 2, lo que indica que QX; = 0.

Compras Consumo
PROCESO 1 PROCESO 2
Parametros:

TP, = tasa de produccion en el
(unidades/unidad de tiempo).

proceso 1

TP, = tasa de produccion en el
(unidades/unidad de tiempo).

proceso 2

Te = tasa de consumo (unidades/unidad de

tiempo).

CA, = Costo de alistamiento de la corrida de
produccion en el proceso 1 ($/1ote).

CA, = Costo de alistamiento de la corrida de
produccion en el proceso 2 ($/1ote).

CP, = Costo de
1($/unidad).

produccién en el proceso

CP, = Costo de produccion en el proceso 2

($/unidad).
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CM, =Costo de mantenimiento del inventario en
el proceso 2 ($/unidad de tiempo)

R = Demanda requerida durante el periodo de
planeacion donde R = N(3Q,) (unidades).
T = Periodo de planeacion, donde T = Nt

TP, — TP, = Tasa de despacho del producto “X”
del proceso 1 al proceso 2 (No se
almacena en el proceso 1, sino que se
envia directamente al proceso 2).

TP, — Ty= Tasa de almacenamiento en el proceso
2.

Variables de decision:

QY, = Tamano del lote de produccion en el
proceso 1 (unidades).

QY, = Tamano del lote de produccion en el
proceso 2 (unidades).

Q, = Tamano del lote de produccién optimo
comin a ambos procesos (unidades) de
acuerdo con los supuestos del modelo.

QX, =Nivel de inventario optimo en el proceso 2
(unidades).

Periodo de produccion de un lote de
tamanio “Q,"” en el proceso 1 (unidades de
tiempo).

-+
[y
|

t, = Periodo de produccién de un lote de
tamano “Q,” o tiempo donde se almacena
un lote de tamafio “QX,” en el proceso 2
(unidades de tiempo) a una tasa (TP, — T¢).

t3 =  Periodo ocioso de produccién por ciclo
productivo o tiempo de consumo de un
lote de tamano “QX,"” en el proceso 2 a una
tasa Te¢.

t = Tiempo entre corridas de produccion o

duracion de un ciclo productivo en donde

se consume un lote de tamafo “Q,” del

lote de produccion (unidades).

N = Numero de lotes que se fabrican durante el

periodo planeado.
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La grafica correspondiente a este modelo es la 2.

3Q,

X,

OwvwmMOhQoO ™

OwmMAmMOoO =D

Grafica 2. Representacion del caso 2.

De acuerdo con el grafico 1, se establecen las relaciones matematicas:

< En el periodo t; se genera el lote de produccién @, en el proceso 1, a una tasa de produccion TPy,
asi:
Qy =TPity

A

%+ Enel periodo t, se genera el inventario @X, a una tasa de almacenamiento TP, — T, asi:

QX; = (TP, — Tp)t,

*

%+ En el periodo t3 se consume el inventario QX, a una tasa T, asi:
QX; =Tcts

% En el periodo t; se genera el lote de produccion 3@, en el proceso 2, a una tasa de produccion TP,,
asi:
BQ}, - TP2 tz
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*» Otras relaciones matematicas:
t =t,+t3, R = N3Q,) Nt =T

El siguiente paso es relacionar una variable (en lo posible) en términos de otra variable (haciendo
sustituciones) y obtenemos:
3Qy QX3 QXz 30y

Qy
=ty =t fy = 2Lty g = =2
TP 2T TR P T (TP-Te) 3T Te’ 2T 3T re

ty =

3(TP,— TC)Qy R
QX; = TP, N = 3Qy

Ahora, formulamos la ecuacién de costos totales (CT) de inventario (Costo total = Costo de
produccién + costos de alistamiento + costo de mantenimiento del inventario), asi:

CT = [(cploy +3CP,Qy) + (CAy + CA,) + ( )CMZQX2 (6 + t;)]

1
_) CM,QX,(t, + t3)N

CT = (CP,Qy + 3CP,Q, )N + (CA, + CA)N + (2

1 3(TP, — T, 3 R
CT = (CP,Qy + 3CP2Qy) sg. + (CAr+CA) 2o 3Q (_) cM, l ( zw2 C)le ( 1?:) (ﬁ)
y v ¥y

_CPLQ,R  3CP,Q,R R 3(TP, = Tc)Qy] /30,1 ( R
T =50+ 30, +(CA1+CA2)3Qy+( )CMZ[ - (Tc) 0,

CP;R
CT =

R+ (3) (CA; ';yCAz)R + (2) (CMzR(;iiT T(,‘)Ql’)

Derivamos la ecuacion de costo total con respecto a @, y la igualamos a cero ( g% = 0), obteniendo:
y

(CAy + CA))R  3CMR(TP, —T¢)
3Q2 2TP, T, -

(CA; + CAz)R _ 3CMRR(TP, — T¢)
302 B 2TP,T,

Luego, despejando @y, obtenemos:
2(CAy + CAL)TP, T,
9CM, (TP, — T¢)

0 =

_[2(CA; + CA)TP,T,
Y= | 9CM,(TP, —T,)

neo. 1”8(’,’”[5’“4, vidLernnuLLeus y Clencius ue L lfljUI”lllCZOn
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4. CONCLUSIONES

La modelizacién matemaética de inventarios
multietapas con tasas de consumo o demandas
deterministicas, permiten abordar multiples esce-
narios con diferentes relaciones entre los tamarfios
de lotes de produccién y las tasas de produccion
de las diferentes estaciones o procesos de produc-
cién en manufactura.

La ventaja de utilizar la matematica de calculo
diferencial multivariable, es que a través de una
funcién de costo total de inventarios, al derivar
parcialmente esta funcién de costo con respecto a
alguna o algunas variables, obtenemos no solamen-
te el minimo costo total de inventarios sino los
valores “6ptimos” de las variables de decision (ta-
mafio de lote de produccién optimo, niveles de
inventarios 6ptimos, periodos de produccion 6p-
timos, periodos de almacenamiento y consumo del
inventario 6ptimos, tiempos de corrida o ciclos de
produccién 6ptimos).

Esta técnica procedimental para inventarios
multietapas se extiende para “n” etapas o proce-
sos, pero requiere de un andlisis sistémico mads
detallado y una caracterizacion del sistema de
inventarios perfecta y dependiendo de las relacio-
nes matematicas para mas de dos etapas o proce-
sos (n > 2), el desarrollo matematico requiere de
todos los conceptos tedricos y matematicos para
obtener la mejor coordinaciéon de inventarios en
sistemas multietapas.

REFERENCIAS

[1] D. Zissis, G. loannou, and A. Burnetas, “Coordi-
nating Lot Sizing Decisions Under Bilateral
Information Asymmetry,” Prod. Oper. Manag., doi:
10.1111/poms.13106. 2020.

[2] L. Liu, X. Liu, and D. D. Yao, “Analysis and
Optimization of a Multistage Inventory-Queue
System,” Management Science. doi: 10.1287/
mnsc.1030.0196. 2004.

Rev. Ingenieria, Matemiticas y Ciencias de la Informacion
Vol. 7 / Num. 14 / julio - diciembre de 2020; pdg. 95-103

[3] FE.J.C.T.deRuiter, A. Ben-Tal, R. C. M. Brekelmans,
and D. den Hertog, “Robust optimization of
uncertain multistage inventory systems with

inexact data in decision rules,” Comput. Manag.
Sci., doi: 10.1007/510287-016-0253-6. 2017.

[4] D.Gang, C.Li, Y.Z.Li]J.Y.Song, and A. Tanweer,
“Optimization on production-inventory problem
with multistage and varying demand,” J. Appl.
Math., doi: 10.1155/2012/648262. 2012.

[5] L.Xinand D. A. Goldberg, “Time (in)consistency
of multistage distributionally robust inventory
models with moment constraints,” Eur. J. Oper. Res.,
doi: 10.1016/j.ejor.2020.07.041. 2020.

[6] L.Appelgren, H. E. Scarf, D. M. Gilford, and M. W.
Shelly, “Multistage Inventory Models and Techni-
ques,” Ekon. Tidskr., doi: 10.2307/3438707. 1964.

[7] L.Xin, D.Goldberg, and A. Shapiro, “Distributio-
nally robust multistage inventory models with
moment constraints,” arXiv Prepr. arXiv1304.3074,
2013.

[8] P.Nagarajand V.Selladurai, “ Analysis of optimum
batch size in multistage, multifacility and multi-
product manufacturing systems,” Int. J. Adv. Manuf.
Technol., doi: 10.1007/s001700200004. 2002.

[9] A.S.BabuandS. G. Deshmukh, “Some studies on
integrated multistage production-inventory
systems,” Eng. Costs Prod. Econ., doi: 10.1016/
0167-188X(89)90119-5. 1989.

[10] A. Gunasekaran, A.S. Babu, and N. Ramaswamy,
“Lot-sizing in a class of multistage production
inventory systems,” Int. J. Syst. Sci., doi: 10.1080/
00207729008910549. 1990.

[11] K. Morikawa, K. Takahashi, and D. Hirotani, “Make-
to-stock policies for a multistage serial system under
a make-to-order production environment,” Int. J.
Prod. Econ., doi: 10.1016/].ijpe.2013.02.016. 2014.

[12] M. A. Hoque and S. K. Goyal, “On lot streaming in
multistage production systems,” Int. J. Prod. Econ.,
doi: 10.1016/j.ijpe.2003.12.003. 2005.

[13] K. Breithaupt, A. A. Ariel, and D. R. Hare, “ Assembling
an Inventory of Multistage Adaptive Testing
Systems,” in Elements of Adaptive Testing, 2009.

[14] D. Rahmani, R. Ramezanian, P. Fattahi, and M.
Heydari, “ A robust optimization model for multi-
product two-stage capacitated production planning
under uncertainty,” Appl. Math. Model., doi:
10.1016/j.apm.2013.04.016. 2013.






