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RESUMEN

En este estudio, el objetivo principal es realizar el analisis de los métodos numéricos Runge-Kutta y Adams Bashforth-
Moulton. Para cumplir con el objetivo se utilizo el sistema de ecuaciones diferenciales del modelo Lotka-Volterra y se usé
el software matematico Wolfram Mathematica. En los resultados se realiza la comparacion de los métodos RK4, AB4 y
AM4 con el comando NDSolve utilizando el modelo Lotka-V olterra. Los resultados obtenidos en los diagramas de fase y
la tabla de puntos de la iteracion indicaron que el método RK4 tiene mayor precisién que los métodos AB4 y AM4.

Palabras clave. Ecuaciones diferenciales; Ensefianza de las matematicas; Tecnologia; Mathematica.

ABSTRACT

In this research, the main objective is to study the Runge -Kutta and Adams Bashforth- Moulton numerical methods. To
fulfill the purpose of this study, the Systems of differential equations of the lotka-Volterra model was used and the

mathematical software Wolfram Mathematica was used. In the results, the RK4, AB4 and AM4 methods are compared
with the NDSolve command using the Lotka-Volterra model. The results obtained in the phase diagrams and the table of

points of the iteration indicated that the RK4 method has higher precision than the AB4 and AM4 methods.
Keywords . Differential equations; Mathematics training; Technology; Mathematica.

|l. INTRODUCCION

LAS ecuacioNEs diferenciales ordinarias (EDO)
posibilitan describir fenébmenos basados en la va-
riacion y, por tanto, permiten modelizar y resolver
problemas procedentes de contextos muy diversos
[1]. Debido a la importancia de la aplicacién de las
ecuaciones diferenciales, diversos investigadores
estudiaron la modelizaciony las aplicaciones de las
ecuaciones diferenciales utilizando software
informatico (e.g., [2], [3], [4], [5]). Por otro lado,
algunos investigadores estudiaron el proceso de
ensefianza aprendizaje de las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias (e.g., [1], [6], [7], [8D)-

Adicionalmente, se tiene que el uso de la tec-
nologia en la modelacion matematica es importante
y muy relevante, porque brinda ayuda a los usua-
rios a la visualizacion de relaciones de la matema-
tica, permitiendo establecer representaciones
exactas de conguraciones geométricas, porque en

este contexto, los usuarios tienen la oportunidad
de mover partes de estas conguraciones y obser-

var las invariantes que se producen en una cons-
truccion matematica [9].

Sin duda, la tecnologia, esta transformando la
educacion notablemente, ha cambiado tanto la for-
ma de ensefiar como la forma de aprender y por
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supuesto el rol del maestro y el estudiante, al mis-
mo tiempo que cambian los objetivos formativos
para los estudiantes dado que estos tendran que
formarse para utilizar, usar y producir con los
nuevos medios, ademas, el docente tendra que
cambiar sus estrategias de comunicacién y asumir
su funcién de facilitador del aprendizaje de los
alumnos en entornos cooperativos y la utilizacion
de software para ayudarlos a planificar y alcanzar
los objetivos [10]. El implementar en la clase de

matematicas el uso de la tecnologia puede permitir
gue los estudiantes mejoren la oportunidad de

reflexionar sobre sus conjeturas en relacién con los
valores y el movimiento generado en las cons-

trucciones[11], [12].

El uso de herramientas computacionales para la
enseflanza matematica trata de crear un conjunto
de algoritmos que posibiliten la explotacion de los
medios técnicos disponibles, poniéndolos en fun-
cién de informar, controlar, dirigir y evaluar la ac-
tividad del estudiante, de modo que éste pueda
alcanzar los objetivos previstos [13]. Uno de los prin-
cipios que plantea NCTM (National Council of
Teachers of Mathematics) es que la tecnologia es
esencial en la ensefianzay el aprendizaje de las ma-
tematicas; influye en las matematicas que se ense-
fian y estimula el aprendizaje de los estudiantes [14].

Los investigadores mencionados anteriormen-
te, resaltaron la importancia de estudiar las
ecuaciones diferenciales ordinarias y la aplicaciéon
de la tecnologia en las EDO. Por tanto, el objetivo
de esta investigacion es estudiar la precision de
los métodos numeéricos Runge-Kutta y Adams
Bashforth-Moulton. Para cumplir con el objetivo

se plantea dos preguntas de investigacion:

1. ¢Cualeslaevolucién de precision de los mé-

todos de un paso (Runge-Kutta) y multipaso
(Adams Bashforth-Moulton)?

2. ¢(Cual es el método (Runge-Kutta 4, Adams
Bashforth-Moulton 4) que maés se acerca a la

solucion del método NDSolve de Mathematica
utilizando un modelo de Lotka-Volterra?

Il. REVISION DE LA LITERATURA

Esta seccion presenta una breve revision de la
literatura de la ensefianza y solucion numeérica de

las ecuaciones diferenciales ordinarias mediante el
uso de paquetes informaticos.

En [15], se realiz6 una investigacién con un gru-
po de estudiantes que han recibido una formacion
tradicional del concepto, utilizan sus conocimien-
tos matematicos para resolver problemas y respon-
der a cuestiones relacionadas con las EDO, para
continuar con el disefio e implementacién de un
Modulo de Ensefianza para la introduccién de las
EDO, en un ambiente de resolucién de problemas,
haciendo uso de TIC (calculadora VoyageTM200).

El uso de la herramienta tecnolégica, la calculado-
ra VoyageTM200, y el modelo de trabajo en el aula

dieron un mayor protagonismo al estudiante en
su propio proceso de aprendizaje.

Por otro lado, [16] estudio las relaciones entre
los elementos que intervienen en el proceso de
aprendizaje de ecuaciones diferenciales de primer
orden, antes y después de la incorporacién de he-
rramientas tecnoldgicas de apoyo. Los resultados

mostraron que el uso de las TIC como instrumen-
to mediador produce un cambio de actitudes po-
sitivas y favorables hacia las aplicaciones de las
ecuaciones diferenciales de primer orden, apoyan-
do la adquisicion de conocimientos, logrando es-
timular la creatividad de los estudiantes y
contribuyendo en el disefio de nuevas estrategias
metodologicas en el &mbito de la Educacion
Superior.

En su investigacion, [17] mostraron algunas de
las ventajas del uso de los paquetes Dsolve y

NDSolve del software Mathematica, y en particular
sus opciones graficas para fortalecer la ensefianza
de conceptos importantes. El autor recomienda que
el alumno utilice algln software matematico como
herramienta para realizar calculos o ejemplificar
conceptos gréaficos toda vez que ya ha aprendido
las técnicas de solucidn de ecuaciones y es capaz
de realizar los calculos a mano.

En otra investigacion, [8] exploro las fortalezas
y debilidades del paquete libre Maxima como he-
rramienta para la ensefianza de ecuaciones dife-

renciales ordinarias. Se realiza una comparacién
entre los softwares Maxima, Maple y Mathematica.

Entre las deficiencias de Maxima comparado con

Maple y Mathematica, se identifica que existieron
varios problemas en: tratar de resolver ecuaciones

de orden alto; en resolver ecuaciones reducibles a
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la ecuacion de Bessel; no cuenta con la opcion para
resolver EDOs; utilizando soluciones en series de

potencias; y también present6 algunos problemas
para calcular transformadas de Laplace inversa.

Por su parte, [18] utilizd las Tecnologias de la
Informacion y Comunicacion como estrategia di-
dactica, particularmente en la matematica univer-
sitaria. Se presentd la experiencia de la introduccion
de las TICs en un curso de Célculo Il y con una
implementacion de ocho afios de evolucién. Las
diferentes actividades fueron clasificadas como

laboratorios, actividades complementarias y pro-
yecto corto, las cuales estan relacionadas y permi-

ten tener diferentes escenarios para introducir,

comprender e integrar los diferentes temas del
curso. En conjunto, las diferentes actividades con
la introduccion de las TICs han funcionado como
un elemento clave para promover la motivacién
de los estudiantes y otorgarles un papel dinamico
con la guia del docente.

En una investigacién mas reciente, [19] preten-
den que los estudiantes adquirieran capacidades

en el empleo de tecnologias para que resolvieran
diferentes ecuaciones diferenciales de las que se
estudian, asi como obtener la grafica de su solu-
cion. Analizaron y manejaron aplicaciones como
Differential Equations, Wolfram, Desmos, Photo-
math. Con ello, elaboraron una situacion didéactica
mediante la cual interactuaron estudiantes con las
aplicaciones en la resolucion de ecuaciones dife-
renciales y en la graficacion. Los resultados mos-
traron deficiencias en la evolucion de la interfaz
de las aplicaciones utilizadas, cuyo uso provoca
fendmenos didacticos importantes.

I1l. Marco TEOGRICO

En este apartado se van a tratar conceptos de

las EDO y los métodos numéricos que se utilizan
en esta investigacién. Posteriormente, se aborda-

ran conceptos del software Mathematica.

Ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales se utilizan para
modelar y comprender problemas de la vida real.

De hecho, es importante para las matematicas ya
gue tiene fuerte relaciones con las funciones, deri-

vadas e integrales. Por tanto, es un campo muy
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importante para los estudiantes de ingenieria. Las
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) son he-
rramientas basicas para los profesionales de espe-
cialidades relacionadas con la cienciay la tecnologia,
como es el caso de los ingenieros informaticos, eléc-
tricos, mecanicos entre otros. Esto es debido a que
las EDO posibilitan describir fenémenos basados
en la variacién y, por tanto, permiten modelizar y
resolver problemas procedentes de contextos muy
diversos [1].

No existe un método general que nos dé una
forma explicita para encontrar la solucion de una
ecuacion diferencial. En la préactica, se encuentra
ecuaciones especificas para las que no se conoce un
método de resolucién o para las cuales las formas

explicitas de solucién no son las adecuadas para
los célculos. Por estas razones, son tan importan-
tes los métodos sistematicos y eficaces que nos lle-
ven a una aproximacion numeérica de las soluciones
[20]. Para aproximar soluciones de ecuaciones di-
ferenciales de primer orden existen métodos de:
un paso (Taylor, Euler, Runge-Kutta), multipasos
(Adams-Bashforth y Adams-Moulton) y los méto-
dos de splitting y de composicion. Estos proble-
mas admiten una Unica solucion bajo condiciones
adecuadas de la funcion f (x, y).

y'= f(xy)
y(X0)=Yo

En este estudio, de forma particular, se analiza
los métodos de Runge-Kuttay los métodos Adams
Bashforth-Moulton.

Métodos de Runge-Kutta (RK)

Los métodos Runge-Kutta son considerados
métodos de un solo paso, probablemente uno de
los procedimientos numéricos mas utilizados, asi
como uno de los mas precisos, usados para obte-
ner soluciones aproximadas para un problemacon
valor inicial. Es importante indicar que los méto-
dos de Runge-Kutta son generalizaciones de la fér-
mula basica de Euler. Por esta razon, se dice que el
meétodo de Euler es un método de Runge-Kutta de
primer orden [21]. Se puede presentar la férmula
de Runge-Kutta como:

Yn+1 = YnthF(Xn,Yn; h)
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F depende del orden k elegido:
k=1-> F="T(x,y; h) = f(x,y)

k=2- F=T,(x,y; h)

hd
= f @)+ [+ )

Los métodos de Runge-Kutta utilizan las
siguientes ecuaciones:

Runge-Kutta de tercer orden (RK3):

1
Yn+1 = Yns1 T EU‘H + 4key + ky)
donde:

kl = hf(xn-yn)
h 1
k, = hf (xn +39 +Ek1)

k3 = hf{xn + h,}'—n + kl + 2#2)

Por otro lado, el método Runge-Kutta de
cuarto orden (RK4) utiliza la siguiente ecuacion:

1
Yne1 =¥n t+ E(kl + 2ky + 2k + ky)
donde:

ky = hf(xn-}'n}h .
ky = hf(xn+ 5k h)

h
ky = hf (In +E,_}l’n +Ek2h)
k3 = hf(xn + hr}'l’t + th)

Obsérvese, que los métodos RK4 tienen una k
mas que los métodos RK3.

Finalmente, se tiene el método de Runge-
Kutta de quinto orden (RK5) de Butcher (1964) o
de orden superior.

1
Yne1 =In t ﬁh(?kl + 32ky + 12k, + 32k5

+ 7kg)
donde:

kl = hf(xmyn)
h 1
k, =f(xn+3,yn+zk1h)
h 1 1
ks = hf (xﬂ +o §k1h+§k2h)

h 1
k.q =f(xn+§ Yn _§k1h+k3h)

3 9
(xn +-h, Vo + 16k1h+ 16k4h)
2 12
ke = (xn+h yn——k h+?k2h+Tk3h
12 8
—?k4h+§k5h)

Los métodos RK5 tienen dos k mas que los
métodos RK4, por lo que el coste computacional
€s mayor.

Meétodos Adams Bashforth-Moulton

Los métodos Adams Bashforth-Moulton son
los métodos lineales multipaso o continuos maés
utilizados. En este articulo se estudian los
métodos Adams-Bashforth (AB2, AB3 y AB4) y
Adams-Moulton (AM2, AM3 y AM4). Estos
métodos tienen la forma:

Znike — Znik—1 = MBofa + -+ Biefneil

La mayoria de los coeficientes a,,; de los
meétodos Adams son cero, a excepcion de @y, 4 ¥
Upsip—1, ©BStos valores se encuentran en un
intervalo [1,1]. Por otro lado, a los coeficientes
Pn+j se deben proporcionar valores para poder
lograr buenas aproximaciones.

Cuando el coeficiente §, = 0 se obtienen los
métodos Adams-Bashforth (métodos explicitos).

Por otro lado, cuando B # 0se obtienen los
métodos de Adams-Moulton (método implicito).
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Meétodos Adams-Bashforth

Los métodos de Adams-Bashforth son
meétodos explicitos, estos son métodos multipaso
que permiten la resolucion de ecuaciones
diferenciales. Para calcular y;,; hacen uso de
f(ti.y;). Existen métodos  Adams-
Bashforth, algunos se detallan a continuacion:

varios

El método de Adams-Bashforth de un paso es
equivalente al método de Euler, tiene la
siguiente expresion:

Zns1 = Zn + hf (ty, 2p)

El método de Adams-Bashforth de orden dos

se define con la siguiente expresion:

h
Znsz = Znsy1 Tt E{Sfl:tn+1lzn+l) - f(tmzn))

Por otro lado, el método de Adams-Bashforth
de orden tres se puede definir con la siguiente
expresion:

h
Zn+s = Zpgz T E (23f(tn+2a Zpiz)
- lﬁf(trﬁl:zni-]) + Sf(tna zn)]

Adams-Bashforth 4 (AB4). El método de
Adams-Bashforth de cuarto orden tiene la
siguiente expresion:

h
Znya = Znyz t ﬁ (SSf(tn+31 zn+3}

= 59f(tns2: Znsz)
+37f(tns1r Zns1) — 9f(tnazn))

Finalmente, se presenta la expresion del
método Adams-Bashforth de orden cinco:

h

Znis = Znia + 720 (1901f (tn+40 Znsa)
— 2774f (L43: Znya)
+2616f (tn42, Zns2)
- 12"-"'"'l'f':':ﬂ+1-zn+1:|
+251f(ty, 2,))
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donde, f, representa el wvalor  f(ty zy),
ademas, se puede ver que en cada uno de los
métodos se debe conocer los valores de z,,4, v
otros mas anteriores dependiendo del orden.

Meétodos Adams-Moulton

Los métodos Adams-Moulton son métodos
implicitos. Estos son métodos similares a los
métodos  Adams-Bashforth.,  La  principal
diferencia entre los métodos Adams-Bashforth y
Adams-Moulton, es que los métodos Adams-
Bashforth son explicitos y los métodos Adams-
Moulton son implicitos. En este método para
calcular y, 4+, hacen uso de f (tyﬂ , yl-”)

A continuacién, se muestran las ecuaciones de
los métodos Adams-Moulton de 0, 1, 2, 3 vy 4
orden: En este estudio para una mejor

interpretacion del método de Adams-Moulton
de orden 3 le denominaremos AM4.

Adams-Moulton orden 0 (AM1)
Zn = Zn-1 + hf (tn, z)

Adams-Moulton orden 1 (AM2)

h
Zn41 = Zn + E(f('tn+1:zn+1) + f(tnazn})

Adams-Moulton orden 2 (AM3)

h
Zniz2 = Zny1 +E(5f(tn+2rzn+2) + 8f (ty, 2y)
- f(tn-zn})

Adams-Moulton orden 3 (AM4)

h
Zn+3d = Zn+2 +E(gf(tn+3rzn+3)

+ 19f(tns2) Zns2) — 5f(tns1, Znse1)
+ f(tn, 2,))

Adams-Moulton orden 4 (AMS5)
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h
Zn+a = Zn+3 +ﬁ(251f&n+4-zﬂ+4)
+ 646f (ty13,Zn+3)
- 264f(tn+213n+2)
+ lUﬁf(tn+1a z"n_+1} + f(t'nrzn)]

fn representa el valor f(t,, z,), ademas, se
puede ver que en cada uno de los métodos, se
debe conocer los valores de z.

Mathematica

Es un programa desarrollado por Wolfram
Research (www.wolfram.com) y es utilizado en
areas cientificas, de matematicas, ingenieria y
computacionales. Se trata de un sistema de
algebra computacional v de un lenguaje de
programacion de proposito general. Se divide en
dos partes: el kernel o niicleo que desempena los
calculos, y el front end o interfaz que despliega
los resultados y permite al usuario interactuar
con el nicleo como si fuera un documento.
Mathematica ofrece una experiencia de clase
interactiva que ayuda a los estudiantes a
explorar y comprender conceptos, v les da a los
docentes las herramientas que necesitan para
crear facilmente materiales de estudio, tareas y
presentaciones [22].

Las caracteristicas mas importantes que se
puede destacar de Mathematica son: la dispo-
nibilidad de bibliotecas de funciones elementa-
les v especiales para matematicas; soporte de
matrices; herramientas numéricas y simbdlicas
para calculo de variable continua o discreta;
herramientas de visualizacion de datos en 2D y
3D; wuna coleccion de bases de datos;
funcionalidad asymptética, incluye soluciones
asintoticas a ecuaciones algebraicas y diferen-
ciales, asi como aproximaciones asintoticas a
sumas; capacidades numéricas para la solucion
de ecuaciones diferenciales parciales de
NDSolve; integrate, soporte grandes sistemas
estructurados en Solve y soporte Reduce, DSolve

para ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales de primer orden, etc.

NDSolve

La funcion NDSolve construye aproxima-
ciones numéricas a la soluciéon de ecuaciones
diferenciales numéricas generales que se apro-
xima a la solucién. Las ecuaciones diferenciales
parciales implican dos 0o mas variables indepen-
dientes. La funcion NDSolve también puede
resolver algunas ecuaciones diferenciales alge-
braicas (DAE), que suelen ser una combinacion
de ecuaciones diferenciales y algebraicas [23].

NDSolve tiene una serie de formas de
expresion:

1. La siguiente expresion permite calcular
una soluciéon numérica para ecuaciones
diferenciales ordinarias, para una funcion
p con la variable dependiente x en el rango

Xmin A Xmax-
NDSolvelegn, i, {X, Xmin: Xmax ]

2. Resuelve ecuaciones diferenciales parciales
eqns sobre una region rectangular:

3. Resuelve las ecuaciones diferenciales
parciales eqns sobre la region L2

NDSolve|egn, u, {x,v} € 1]

4. Resuelve las ecuaciones diferenciales
parciales dependientes del tiempo eqns
sobre la region £

NDSolveleqn, u, {t, tmim, tmax } (%, ¥} € 12]

5. Resuelve las funciones g;:

NDSoive[eqn* [,ul_ﬂz, }, ]
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IV. METODOLOGIA

En este estudio se utiliza el modelo Lotka-
Volterra. En este caso en concreto, para
responder las preguntas, se utiliza un modelo de
biologia. El modelo Lotka-Volterra, por ejemplo,
pueden analizar una ecuacién de la biologia que
modela el crecimiento de las especies animales.
Si una variable real u(t) representa el niamero de
individuos de una determinada especie en el
tiempo f, la suposicion mas simple sobre su

‘s du
evolucion es 5 = ua donde & es la tasa de

reproduccion. Una constante conduce a un
crecimiento exponencial. En el caso de que mas
especies vivan juntas, las tasas de reproduccion
también dependerian del nimero de poblacion
de las otras especies [24]. En este estudio se
utiliza la version de Mathematica 11.3.

Modelo

Como se indicd anteriormente, en esta
investigacion se estudia los métodos Runge-
Kutta v Adams Bashforth-Moulton, con un
modelo en concreto planteado por [25]. Los
investigadores plantearon, un modelo para dos
especies con x(t) siendo el namero de
depredadores, y(t) el nimero de presas, que es
denotado por el modelo de Lotka-Volterra:

=x(y—2)

y=y(l-x)

x y y representan diferenciacion con respecto
al tiempo. Ademas, es importante indicar que la
Ecuacion 1 fue usado por Lotka en 1925 y por
Volterra en 1927, Concretamente, este modelo se
us6 para estudiar la invasion parasitaria de
especies de insectos. La Fig. 1 muestra el campo
vectorial del modelo Lotka-Volterra para la
Ecuacion 1.
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Fig. 1. Vector field, modelo Lotka-Valterra [25]

Para calcular las I(invariantes) del sistema de
la Ecuacion 1, se realiza el proceso de separacion
de variables, se obtiene la ecuacién:

_lxy y2zg_ d
0=—2x-""y=g1(xy) (2)

Considerando, la Ecuacion 2, se obtiene la
ecuacion de las invariantes,

1xy) =In@) —x+2In(») -y (3)

Se debe considerar
constante para todo (t).

que, I(x(t), y(t)) =

Con la Ecuacion 1 y siguiendo las referencias
[23], [24], [25], [26] se analiza los métodos
numéricos de resolucion de ecuaciones diferen-
ciales, utilizando funciones de Mathematica.
Para los célculos respectivos se utiliza el valor

1
dEh=ﬁ.
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V. RESULTADOS

En este apartado, primero se verifica que estén
todos los paquetes necesarios para realizar los
cilculos de los métodos. Seguidamente, se
resuelve la Ecuacion 1 utilizando el modelo de
Lotka-Volterra en Mathematica. A continuacion,
se resuelve la Ecuacion 1 utilizando cada uno de
los métodos: Runge-Kutta (RK2, RK3 v RK4) y
Adams Bashforth-Moulton (AB2, AB3, ADB4,
AM2, AM3 y AM4). Finalmente, se realiza la
comparacion de los métodos. Concretamente,
para la comparacion de los métodos se utiliza el
comando NDScolve de Mathematica, se
comparan los métodos Runge-Kutta de cuarto
orden (RK4), Adams-Bashforth de cuarto orden
(AB4) y Adams-Moulton de tercer orden (AM4).
Se utiliza el método de Adams-Moulton de
tercer orden ya que este método tiene iteraciones
similares al método AB4.

Instalacion de paquetes y modelo Lotka-
Volterra

Primeramente, se realiza la instalacion de
algunos paquetes necesarios para la modelacion
del sistema Lotka-Volterra v para la solucién de
los métodos propuestos. A continuacion, se
introduce los datos de la Ecuacion 1 y la
Ecuacion 3. Por dltimo, se procede a crear una
funcion que dibuja las orbitas del Ecuacién 1,
con el método seleccionado. Paquetes necesarios
para utilizar los componentes de NDSolve:

6 e e o sc]:':'pt Mathematica ### %% sskwkss
Needs["Dif ferentialEquations’ NDSolveProblems™];

Needs|"Dif ferentialEquations’ NDSolveltilities™];
Needs|"Dif ferentialEquations

‘Interpolating FunctionAnatomy™];

Se introducen el modelo Ecuacion 1 y las
invariantes Ecuacién 3 en Mathematica, se
almacena las ecuaciones en una variable llamada
solucion:

REVISTA INGENIERIA, MATEMATICAS Y CIENCIAS DE LA INFORMACION

o o ook ke scrfpt Mathematica s+ % %%k kn ks

solucion

= NDSolveProblem[{{Subscript[Y,1] [T] =

= Y1[T1(=2 - Y2[T]),

Subscript[Y,2]'[T] == (1 = Y1[T]) Y2[T]}{Y1[0]

3,Y2[0] == 1,

{(Y1[T],Y2[T]}{T, 0,10}, {}, {Log[Y1[T]] = Y1[T]
+ 2Log[Y2[T]]

=Y2[TT}h (31];

Frdededrd e ek dokekedrd ke frded dodekedrdede deded e ek de ke

Se procede a programar en Mathematica la
funcion que resuelva el modelo Lotka-Voletrra,
el objetivo es presentar las orbitas de la Ecuacion 1.

ok 6 o ok ok o ok oK R script Mathematica s+ ssssskdks

LotkaVolterraOrbita[sol_, vars_ time_ opts__7? OptionQ):
= Module
[{commaonopts, data, datal, data2, ifuns, Iplot, pplot},
ifuns = First[vars/. sol];
datosl = Part[ifuns, 1,0]["ValuesOnGrid"];
datos2 = Part[ifuns, 2,0]["ValuesOnGrid"];
datos = Transpose[{datal, data2});
componentes = Sequence[Axes—

> False, Frame—

> True, FramelLabel—>
Join[Map|[TraditionalForm, vars], {None, None}],
RotateLabel—>= False];
plot
= ListPlot|data, Evaluate[Filter Rules[{opts},
Options[ListPlot]]],
PlotStyle
— {PointSize[0.02], RGBColor[0,0,4]}, Evaluate
[commonopts]);
plot2
= ParametricPlot|Evaluate[ifuns], time, Evaluate
[FilterRules[{opts},
Options|ParametricPlot]]], Evaluate[commonopts]];
Show[plot, plot2]);

P R R R ke R R AV R I R O R T R
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Preguntal. Método 1. Métodos de un paso:
Métodos Runge-Kutta

Para resolver estas ecuaciones se crea
funciones en Mathematica, que resuelven un
modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias
por los métodos Runge-Kutta.

Runge-Kutta orden 2 (RK2)

El método de Runge-Kutta 2 evalta dos veces
a la funcion f, como se puede observar en el
script desarrollado en Mathematica. Concreta-
mente, este método realiza dos iteraciones, lo
que requiere mayor coste que el método de
Runge-Kutta de orden 1 o el método de Euler.
Sin embargo, este método es mas preciso que el
método de Euler. En el algoritmo de matematica
se puede ver una funcion con los parametros
necesarios para desarrollar el método RK2.
Seguidamente, se utiliza el comando NDSolve
utilizando el modelo de Lotka-Volterra v el
método de RK2.

sxxvdttssss SCript Mathematica s+«esssss444
RungeKutta2[__]["Step"[f_ t_ h_ y_ fxy_]]
i= Block[{yt, k1, k2},
k1= flt, yl;
k2=h+f[t+hy+kl];
yt = 1/2 h(k1 + k2);
{h, yt}1;

NDSolve[solucion, Method
— RungeKutta2, StartingSte pSize
— h]

LotkaVolterra[solucion2, var, tiempo]

nnnnnnnnnnn

La Fig. 2 muestra la solucion del método RK2
para la Ecuacion 1 con un tamafio de paso de

1 i s s s
h = 3 con valores iniciales (3,1). Adicionalmente,

Rev. Ingenieria, Matematicas y Ciencias de la Informacién
Vol. 7 / Nam. 14 / julio - diciembre de 2020; pag. 13-32

la Fig. 2 muestra que la representacion grafica
(diagrama de fase) no se acerca a los valores
esperados (Fig. 1), se puede observar que la
grafica no se cierra completamente. Ademads, no
se unen los puntos, ya que es una aproximacion.

00 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0
Yin
Fig. 2. Lotka-\olterra RKZ,

Invariante Runge-Kutta 2

El método de Runge-Kutta 2 (RK2) tienen un
error de truncamiento O(h*) y un error global
0(h?). Para verificar el error producido por este
método, en este estudio se analiza las inva-
riantes. En este método a medida que aumenta ¢
el error aumenta, el error aumenta considerando
que h se mantiene igual, llegando a alcanzar
valores de hasta 4 puntos cuando t = 1.

Runge-Kutta orden 3 (RK3)

El método de Runge-Kutta 3 (RK3) evalda tres
veces a la funcion f como se puede observar en
el codigo desarrollado en Mathematica.
Concretamente, el método de Runge-Kutta
realiza tres pasos, lo que requiere mayor coste
que el método de RK1 y RK2. Sin embargo, el
método de RK3 son méds precisos que los RK1 y
RK2. En el cédigo hay una funcion con los
pardmetros necesarios para
método analizado en esta seccion.

desarrollar el

B scﬂpt Mathematico ++++++s 544+
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RungeKutta3[__]["Step"[f_ t_ h_ y_ fxy_]]
:== Block[{yt, k1,k2, k3},

kl=f[t,yl;

k2 = flt + 1/2hy + 1/2 hk1];
k3 = h * f[t + h,y — k1 + 2K2);
yt = 1/6 h(k1 + 4k2 + k3);

{h.yt}];

NDSolve[solucion, Method
= RungeKutta3, StartingSte pSize
— h]

LotkaVolterra[solucion, var, tiempo]

e L e e L L e

La Fig. 3 muestra la solucion del método RK3
para la Ecuacion 1 con un tamafo de paso de
h=—= con

m (3,1).
Adicionalmente, la Fig. 3 muestra que la
representacion grafica (diagrama de fase) no se
cierra y no se unen los puntos finales. Sin
embargo, se puede decir que se observa un
mejor diagrama que el RK2, ya que se estd
ajustando a la grafica esperada (Fig. 1).

valores iniciales

I I’ 1

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
YT
Fig. 3. Lotka-Voltarra RK3

Invariante Runge-Kutta 3

El método RK3 tienen un error de
truncamiento O(h*) y un error global 0(h?).
Para verificar el error producido por el método

RK3 se analiza la invariante del método. La

invariante del método RK3 indica que a medida
que aumenta t el error aumenta, llegando a
alcanzar valores de hasta 0.4 puntos cuando
t = 10. Se puede concluir que el error de este
método es considerablemente inferior que el
método RK2.

Runge-Kutta orden 4

El método de Runge-Kutta 4 (RK4) evalia
cuatro veces a la funcion f, como se puede
observar en el algoritmo desarrollado en
Mathematica. Concretamente, el método de
Runge-Kutta realiza cuatro pasos, lo que
requiere mayor coste que el método de RKI,
RK2 y RK3. Sin embargo, el método de RK4 son
mas precisos que los RK1, RK2Z y RK3. A
continuacion, se presenta el algoritmo del
método de RK4 en Mathematica.

kkkkkkkkkkk SCTIPE Mathematica s s 45k

RungeKutta4[__]["Step"[f_ t_ h_v_ fxy_]]
= Block[{yt, k1,k2,k3, k4},

k1 = flt,yl;

k2 = flt +1/2h,y + 1/2 hk1];

k3 = flt +1/2h,y + 1/2 hk2];

k4 = f[t + h,y + hk3];

yt=h(1/6kl +1/3k2+1/3k3 + 1/6k4);
{hyt}];

La Fig. 4 muestra la solucion del método RK4
para la Ecuacion 1 con un tamafio de paso de
h = % con valores iniciales (3,1). Adicional-
mente, la Fig. 4 muestra que la representacion
grafica (diagrama de fase) cierra completamente
y se unen los puntos finales. Ademas, se ajusta a
la grafica esperada (Fig. 1).
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0k 1 L 1 [ i [ 11
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¥i(h
Fig. 4. LatkaVolterra RKA.

Invariante Runge Kutta 4

El método RK4 tienen un error de trunca-
miento 0(h®) y un error global 0(h*). Para
verificar el error producido por el método RK4
se analiza la invariante del método. La
invariante del método RK4 indica que a medida
que aumenta t el error aumenta, llegando a
alcanzar valores de hasta 0.00010 puntos cuando
t = 10. Si se compara con los métodos RK1,
RK2 y RK3, se puede decir que el método RK4 es
mas preciso. 5in embargo, el método RK4 tiene
mayor coste computacional, que deberia ser
analizado.

Preguntal. Método 2. Métodos multipasos:
Meétodos Adams-Bashforth

Los métodos de Adams-Bashforth son
métodos multipaso explicitos. Los métodos
Adams-Bashforth utilizan otros métodos para
calcular y,,. Concretamente, en este estudio, para
calcular y, se utiliza el método RK4.

Método Adams-Bashforth 2 (AB2)

El método de AB2 evalta 8 veces a la funcion
f, esto debido a que se utiliza el método de RK4,
este método evalda f 4n (f es evaluado 4 veces),
como se puede ver en el algoritmo desarrollado
en Mathematica.
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kR SCPIPE Mathematicg %+ % 545

AdamsBashforth2[__]["Step"[f_ t_ h_ v_ fxy_]]
= Block[{yt, k1, k2, k3, k4},

vec[0] = y;

For[i = 0,i < 3,i + +,

k1 = f[t, vecli]];

k2 = flt+1/2h,y + 1/2 hk1];

k3 = flt+1/2h,y + 1/2 hk2];

kd = f[t +h,y + hk3];

vec[i + 1] = h(1/6k1 + 1/3k2 + 1/3k3
+1/6k4); ]

yt = vec[2] + ((h/2)
* (3f[t + 1, vec[2]]
- f[t,vec[l]]]);

{h,yt3l;

FERFLEL R TLETRSFTHTLAHFFELREREREL T HEA&F

En el algoritmo anterior presentado en Mathe-
matica, se puede observar que para calcular y,
se utiliza el método RK4, en este caso cada valor
de y, se almacena en un vector, para no realizar
varias veces el método de RK4, se agrega un
bucle. Por otro lado, la Fig. 5 muestra la solucion
del método de AB2, para la Ecuacion 1 con un

tamafio de paso de h = % con valores iniciales
(3,1). Adicionalmente, la Fig. 5 muestra que la
representacion grafica (diagrama de fase) une
los puntos finales y es similar a la Fig. 1. Estos
resultados eran los esperados ya que se utiliza el
método RK4.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
Yi(h

Fig. 5. Lotka-Volterra AB2.
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Invariante AB2

El método de AB2 tienen un error local O(h?).
Para verificar el error producido por el método
AB2 se analiza la invariante del método. La
invariante del método AB2 indica que aumenta
el error en el intervalo t[0,1], después el error
disminuye en un intervalo aproximado de
t(1,3], convirtiéendose en ciclos de aumento y
disminuciéon. El error maximo alcanzado es un
valor aproximado a 0.42 puntos cuandot = 1y
t =8 Cuando t = 10 el valor de error
aproximado es de 0.04 puntos.

Método Adams-Bashforth 3 (AB3)

El método de AB3 evalaa 12 veces a la funcion
f. va que utiliza el método de RK4 y este
método evalaa f 4n, como se puede observar en
el algoritmo de Mathematica.

sxxsxssrsss SCTipt Mathematica s+#«+sssssss

AdamsBashforth3|__]["Step"[f_ t_ h_ v_ fxy_]]
== Block[{yt, k1, k2, k3, k4},

vec[0] = y;

For[i=0,i <4,i + +,

k1 = f[t, vecli]];

k2 = f[t +1/2h,y + 1/2 hk1];

k3 = f[t+1/2hy + 1/2 hk2];

k4 = f[t + h,y + hk3];

vec[i +1] = h(1/6k1 +1/3k2 + 1/3k3
+1/6k4);];

yt = vec[3] + ((h/12)
* (23f[t + 2, VE'C[3]]
—16f[t + 1, vec[2]]

+ Sf[t, vec| 1]])) ;
{h,yt}];

TRk R A SR A A A R AR oA R A R A R R A A R e R TR e A R e

De igual manera que el método AB2 y, se
calcula utilizando el método RK4, en este caso
cada valor de y, se almacena en un vector y el
bucle aumenta en 1 con referencia al método
AB2.

PPor otro lado, la Fig. 6 muestra la solucion del
método de AB3 para la Ecuacion 1 con un

- 1 PR
tamano de paso de h = —con valores iniciales

(3,1). Adicionalmente, se puede decir que es
similar a la Fig. 1.

id i i PR | i L PR PR
0.0 0.5 10 1.5 20 25 30
YT

Fig. B. Lotka-\olterra AB3. Mota: Fuente propia del estudio.
Invariante AB3

El método de AB3 tienen un error local O(h*).
Para verificar el error producido por el método
AB3 se analiza la invariante del método. La
invariante del método AB3 indica que a medida
que aumenta t en el intervalo [0,3] el error
aumenta, alcanzado un valor de 0.60 puntos, en
los demas intervalos el error maximo alcanzado
es aproximadamente de 0.40 puntos. Cuando
t = 10 el valor del error es muy pequerio.

Método Adams-Bashforth 4 (AB4)

El método de AB4 evalua 16 veces a la funcion
f. va que se utiliza el método de RK4, este
meétodo evalia f 4n, como se puede observar en
el algoritmo desarrollado en Mathematica.

o of o of o oK o o K scrjpt Mathematica #sssssskks*

AdamsBashforth4|__|["Step”[f_t_h_v_ fxy_]]
= Block[{yt, k1, k2, k3, k4, v1,y2,y3, v4},
vec[0] = y;

For[i = 0,i < 5,i + +,

kl = f[t, vec[i]];
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k2= f[t+1/2h,y+1/2hkl];

k3=flt+1/2hy+1/2hk2];

kd = f[t + h,y + hk3];

vec[i+ 1] = h(1/6kl +1/3k2+1/3k3
+ 1/6k4);];

yt = vec[4] + ((hf24)

+ (55f|t + 3, vec[4]]
— 59f[t + 2, vec[3]]
+ 3Tf[t - l,ve-:[?.]]

- 9f[t,vec[1]]});

{hyt}];

FHEEEFEEELEALFFETEF L FETAFE ST ETL T EE

De igual manera que el método AB2 y AB3 se
calcula y,, utilizando el método RK4, en este caso
cada valor de ¥, se almacena en un vector y el
bucle aumenta en 1 en referencia al método AB3.

Por otro lado, la Fig. 7 muestra la solucion del
método de AB4 para la Ecuacién 1 con un
tamafio de paso de h = % con valores iniciales
(3,1). Adicionalmente, la Fig. 7 muestra que la
representacion grafica (diagrama de fase) une
los puntos finales. Ademas, se puede decir que
es similar a la Fig. 1, v a los métodos AB2 v AB3,
esto debido a que utilizan el mismo método
(RK4).

¥i(T

Fig. 7. Lotka-Volterra AB4.
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Invariante AB4

El método de AB4 tienen un error local O(h®).
Para verificar el error producido por el método
AB4 se analiza la invariante del método. La
invariante del método AB4 indica que el error
maximo que se alcanza en los intervalos es
aproximadamente de 0.42 puntos.

Preguntal. Método 3. Métodos multipasos:
Métodos Adams-Moulton

Los métodos de Adams-Moulton son métodos
multipaso implicitos. Es decir, utilizan la
férmula para predecir un valor y #,,,;, que a su
vez utiliza la formula para obtener el valor
corregido  ¥p4q. Es importante indicar que los
métodos multipaso implicito no se usan en
solitario, es decir se utilizan para mejorar las
aproximaciones obtenidas por los métodos
explicitos. La combinacion de un método expli-
cito con un método implicito se conoce como
método predictor-corrector. Concretamente, en
este estudio, para calcular los primeros pasos y,
se utilizan los métodos RK4, Por otro lado, como
método predictor se utiliza los métodos de
Adams-Bashforth y los métodos Adamas-
Moulton como corrector.

Métodos Adams-Moulton 2 (AM2)

El método de AM2 evalua 8 veces a la funcién
[, en este estudio se utiliza el método de RK4,
este método evalua f4n, como se puede
observar en el algoritmo de Mathematica.
Adicionalmente, utiliza un método predictor, en
méetodo de AB2

método  Adams-

este caso se utiliza el
Finalmente, se utiliza el
Moulton 2 como corrector.

ook ko sc'ript Mathemarica sk etk
AdamsBashMoulton2[__]["Step"[f_t_ h_y_ fxy_]]
= Block[{yt, k1,k2, k3, k4, v1,y2},
vec[0] = y;
For[i = 0,i < 5,i 4+ +,
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kl = f[t, ve::[i]];

k2 = f[t + 1/2 h,y + 1/2 hk1];

k3 = f[t +1/2h,y + 1/2 hk2];

ka = ft+ h,y + hk3];

vec[i + 1] = h(1/6k1 + 1/3k2 + 1/3Kk3
+1/6k4);]

(*Befhorpredictor®)

y2 = vec[2] + h(B/Ef[t + l,vec[?.]]
—1/2 f[t, vec[1]]);

(*AdmasMoultcorrector®)

yt = vec[1] + h/2 {f[t +2,y2] + f[t + l.vec[l]]);
(*Print[yt]; *)

{h,ytjl;

TR R R R R e e e R ek e e e b ek e i o

La Fig. 8 muestra la solucién del método de
AM?2 para la Ecuacién 1, con un tamafio de paso
de h= 1—10 valores iniciales (3,1). La Fig. 8

muestra el diagrama de fase del método AM2.

n CL A 1 A 1 L 1 1 |
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 a0

¥i(n
Fig. 8. Lotka-\Volterra AMZ

Invariante AM?2

El método de AM2 tienen un error local O(h?).
Para verificar el error producido por el método
AM2 se analiza la invariante del método. La
invariante indica que el error maximo se alcanza
en el intervalo [0, 2] v es de 0.36 puntos. En los
siguientes intervalos los valores del error son
menores.

Métodos Adams-Moulton AM3

El método de AM3 evalia 12 veces a la
funcién f, en este caso se utiliza el método de
RK4, este método evalaa f 4n, como se muestra
en el algoritmo de Mathematica. Adicional-
mente, se puede observar que se utiliza un
método predictor (AB3). Ademas, se utiliza el
método Adams-Moulton como corrector.

ook R R R Rk sc:r'ipt Mathematica = ks ok

AdamsBashMoulton3[__|["Step"[f_t_ h_y_ fxy ]]

= Block[{yt,k1,k2, k3, k4,v1,y2,y3},

vec[0] = ;

For[i =0,i <5,i+ +,

k1 = flt, veclil];

k2 =f[t+1/2h,y+1/2hkl];

k3= f[t+1/2h,y+ 1/2 hk2];

k4 = f[t + h,y + hk3];

vec[i+ 1] =h(1/6kl1+1/3k2+1/3k3
+1/6k4);]

(*ABpredictor®)

y3 = vec[3] + h(23/12 f[t + 2, vec[3]]
— 4/3 f[t + 1, vec[2]]
+5/12 f[t, vec[l]]);

(*AdmasMoultcorrector®)

yt = vec[2] + h(5/12 f[t + 3,y3]
+2/3 f[t + 2, vec[2]]
—1/12 f[t + 1, vec[1]]);

(*Print[yt];*)

{h.yt}];

La Fig. 9 muestra la solucion del método de
AMS3 para la Ecuacion 1 con un tamano de paso

de h =%.ccm valores iniciales (3,1). La Fig. 9

muestra el diagrama de fase del AM3. Se puede
decir, que el método AM3 es similar a la Fig. 1.
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Yol Ty
Fig. 9. Lotka-Voltarra AM3

Invariante AM3

El método de AMS3 tienen un error local 0(h*).
Para verificar el error producido por el método
AM?3 se analiza la invariante del método. La
invariante del método indica que el error
maximo alcanzado es en el intervalo [0,3] con un
valor aproximado de 0.60 puntos y en el
intervalo [7,10], el valor aproximado es de 0.45
puntos. Se puede ver que cuando t = 10, el
valor del error baja considerablemente.

Métodos Adams-Moulton orden 4

El método de AM4 evalaa 16 veces a la fun-
cion f, en este caso se utiliza el método de RK4,
este método evalaa f 4n, como se muestra en el
algoritmo de Mathematica. Adicionalmente, se
puede observar que se utiliza un método predic-
tor (AB4) y el método AM4 como corrector.

st el o o oo o e scr'ipt Mathematice s+ ess sk

AdamsBashMoulton4[__]["Step"[f_t_ h_y_ fxy ]]

= Block[{yt, k1, k2, k3, kd,v1,y2,y3,v4},

vec[0] = y;

For[i = 0,i <5,i + +,

kl= f[t, vec[i]];

k2 =f[t+1/2hy+1/2 hkl];

k3=f[t+1/2hy+1/2hk2];

k4 = f[t + h,y + hk3]; vec[i + 1]
=h(1/6kl+1/3k2+1/3k3
+1/6k4);];
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(*ABpredictor™®)

y4 = vec[4] + ((h/24)
* (55f[t + 3, vec[4]]
— 59f[¢t + 2, vec[3]]
+37f[t + 1, vec[2]]
- Qf[t,vec[l]]]);

(*Admascorrector®)

yt = vec[3] + ((h/24)(9f [t + 4,y4]
+ 19f[t + 3, vec[3]]
- Sf[t + Z,Vec[z]]
+ fle.vecl1]]));

(*Print[yt]; *){h, yt}];

e s e R ol vk ek ek e ek e v o e e Rl i ek e ek e

La Fig. 10 muestra la solucion de método AM4
para la Ecuacién 1 con un tamafio de paso de

h=l—lucon valores iniciales (3,1). La Fig. 10

muestra el diagrama de fase del método AM4.
Ademads, observando las grificas se puede
concluir que el método AM4 es similar a la Fig. 1
y a los métodos RK4 y AB4.

u Ci i A 1 i i i
0.0 0.5 10 1.5 2.0 25 3.0 35

¥4

Fig. 10. Lotka-Volterra AMd

Invariante AM4

El método de AM4 tienen un error local 0(h®).
Para verificar el error producido por el método
AM4 se analiza la invariante del método. La
invariante indica que el error maximo se alcanza
en el intervalo [0,3], con un valor aproximado de
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0.32 puntos y en el intervalo [7,10] el valor
aproximado es de 0.38 puntos. Cuando t= 10, el

valor del error baja considerablemente. Es im-

portante indicar que los valores de las invariantes
son similares al AM3 y AM2, esto debido a que

ambos métodos utilizan el mismo método
predictor y el método RK4.,

Pregunta2. Comparacion de los métodos

Para realizar la comparacién de los métodos
se utiliza la solucién del comando NDSolve de

Mathematica. La Fig. 11 muestra el plano de fase

del modelo Lotka-Volterra de la Ecuacién 1 uti-
lizando el comando NDSolve, de aqui en ade-

lante se identifica como solucién NDSolve.

00 05 10 15 20 25 30 35
Y1i(T)

Fig. 11. Modelo Lotka-Volterra, método NDSolve

Por otro lado, la Fig. 12 presenta las 6rbitas
de los métodos RK4 (azul), NDSolve (rojo), AB4

(verde) y AM4 (negro). En este se observa que
el método RK4 se acerca considerablemente a la
solucion NDSolve. Adicionalmente, se puede ob-
servar que los métodos AB4 y AM4 se alejan en
algunos puntos a la solucién de NDSolve. Por
otro lado, se puede observar que en algunos in-
tervalos los puntos de los 4 métodos son simila-
res, por ejemplo [0.2, 0.4]. Ademas, la Fig. 12
muestra que los métodos de Runge-Kutta tienen
una exactitud mayor sobre los métodos de AB4
y AM4. Analizando los métodos AB4 y AM4 se
puede decir que AM4 se acerca mas a la solucién
de NDSolve.

00 oS 10 15 20 2.5 0 L
YT

Fig. 12. Métodos RK4 (rojo), NDSolve (azul), AB4 (verde),
AM4 Predictor-corrector (negro).

Invariantes

En este apartado, para una mejor comprensiéon
de las diferencias de los valores obtenidos de la
comparacion de los métodos, se estudia la con-
servacion de los diferentes métodos de la fun-
cionl (u,v). Concretamente, se analiza el error que
proporciona cada uno de los métodos. Estos va-
lores se presentan en un grafico, lo que facilita la
comparacion visual de los resultados.

La Fig. 13 muestra la grafica de las Invariantes
de los métodos RK4 (rojo), AB4 (verde) y AM4
(negro). Especificamente, la Fig. 13 muestra que
el método de RK4 tiene una excelente conserva-
cion, el error es minimo. Se puede ver que en los
métodos AB4 y AM4 en determinados rangos el
error aumenta, aunque en algunos rangos el error
disminuye considerablemente, se puede ver que
el error que produce el método AM4 es inferior
al método AB4, pero los valores no se diferen-
cian de manera significativa.

V1. DiscusioN Y CONCLUSIONES

El objetivo principal de este estudio fue anali-
zar y comparar la solucién numérica de los
métodos numeéricos Runge-Kutta 4 y Adams
Bashforth-Moulton 4 con el modelo Lotka-
Volterra. Ademas, se analizd la evolucién del
error producido por cada método cuando aumenta
de orden. Para cumplir el objetivo se utiliza el
software de Mathematica.
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Fig. 13. Invariantes de los métodos RK4(rojo), AB4(verde)
y AB (negro).

El primer método que se estudio fueron los mé-
todos de un paso Runge-Kutta. Concretamente, se
estudiaron los métodos de RK2, RK3 y RK4. En el
caso de RK1 es equivalente al método de Euler por
lo que no se le considerd en este estudio. El primer
método que se estudid fue el método RK2, se pue-
de observar claramente que no es similar a la solu-
cion de NDSolve, sin embargo, se puede decir que
este método es mas preciso que el método RK1 o
Euler, aunque su coste computacional es mayor que
el RK1. Adicionalmente, la invariante de este méto-
do indica un error muy elevado, hasta 4 puntos, se
observa que a medida que aumenta t, el error au-
menta considerablemente.

El siguiente método estudiado fue el método
RK3, en este caso el diagrama se va acercando a
la solucién del método de NDSolve. ElI método
RK3 es mas preciso que los métodos RK2 y RK1.
Este resultado se puede evidenciar con el anélisis
de las invariantes del método RK3, el error al-
canzalos 0.4 puntos cuando t=10. Se puede decir
gue el método RK3 mejorara considerablemente
en exactitud en relacion con el método RK2.

Finalmente, se estudi6 el método RK4, se pue-
de observar que la érbita cierra correctamente y
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que lasolucion es similar a la del método NDSolve,
de esta manera se puede decir que el método de
RK4 tiene mayor exactitud que los métodos de
Runge-Kutta de menor orden. Para fortalecer esta
afirmacion se estudié la invariante del método
RK4, se puede observar que el error alcanza va-
lores de 0.00010 puntos cuando t= 10. Con este
resultado se puede apreciar que el error se redu-
ce considerablemente en comparacion con los
métodos de menor orden. Aunque, se debe con-
siderar que el método RK4 tiene mayor coste
computacional que los métodos RK1, RK2 y RK3.
Coincido con [25], los autores indicaron que el
algoritmo para el método de Runge-Kutta de
cuarto orden, es de uso extendido, y reconocido
como una valiosa herramienta de célculo, por la
buena aproximacién que produce.

Seguidamente, se estudia los métodos multi-
paso. El primero que se estudio fueron los méto-
dos Adams-Bashforth. En este caso este método
necesita un método adicional. Concretamente, se
utiliza el método RK4. En el método AB2 las 6r-
bitas se cierran correctamente y el diagrama es
similar a la solucién del método NDSolve.
Adicionalmente, se puede observar que el error
alcanza los 0.4 puntos en algunos intervalos.

Por otro lado, en el caso del método AB3, la
solucidn es se asemeja al método de NDSolve. El
error alcanza valores de hasta 0.60 puntos. Sin
embargo, no se evidencia una evoluciéon o una
mejora notable entre los métodos AB2 y AB3.

Finalmente, se estudia el método AB4, al ver
el diagrama de fase se evidencia que son simila-
res a los métodos AB2 y AB3. El error producido
por este método alcanza el valor de 0.40 puntos.
Concretamente, no se evidencia una evolucién
notable de los métodos Adams-Bashforth cuan-
do se aumenta el orden, estos resultados puede
ser porque los tres métodos usan el método RK4.

Adicionalmente, se tienen los métodos correc-
tor-predictor (métodos Adams-Moulton), en este
estudio se utiliza el método de RK4, como méto-
do predictor los métodos Adams-Bashforth y

como corrector los métodos Adams-Moulton. Las
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orbitas del método AM4 cierran correctamente, a
diferencia del método AM2 y AM3 que no se cie-
rra correctamente. Las invariantes no muestran
una evolucién considerable de los métodos AM?2,
AM3 y AM4, ya que estos utilizan los mismos
métodos (RK4, AB4).

Por altimo, para responder la segunda pregun-
ta de investigacion, se realiza una comparacién
de los métodos de RK4, AB4 y AM4 con la solu-
cion de NDSolve. Los resultados indican que el
método de un paso RK4 es el que mas se acerca a
la solucién del método de NDSolve de Mathe-
matica. Por otro lado, los métodos AB4 y AM4
tienen una 6rbita similar, en determinados pun-
tos se alejan de la solucion NDSolve. Sin embar-
go, el método Adams-Moulton de orden (AM4)
es mas preciso que el método AB4. Coincidimos,
con [25, 26], los autores en su investigacion de-
mostraron que el método RK4 es mas preciso que
otros métodos.

Como conclusién se puede decir que, los re-
sultados obtenidos en este estudio indican que el
método que mayor conservacion y que mas se
acerca a la soluciéon de NDSolve es el método de
Runge-Kutta 4, este método tiene mayor preci-
sion que el método de AB4 y AM4, asi se puede
observar en las orbitas comparativas y en las gra-
ficas de las Invariantes.

Por otro lado, esta investigacion quiere remar-
car la importancia de la utilizacion de un software
matematico en el desarrollo de los métodos numé-
ricos para resolver ecuaciones diferencias, como se
puedo ver, estos métodos utilizan una serie de
iteraciones que dificultan hacerlos manualmente.

En una futura linea de investigacion se estu-
diara el coste computacional de estos métodos,
con el proposito de realizar una comparacion mas
equilibrada.
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