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RESUMEN

En este estudio, el objetivo principal es realizar el análisis de los métodos numéricos Runge-Kutta y Adams Bashforth-
Moulton. Para cumplir con el objetivo se utilizó el sistema de ecuaciones diferenciales del modelo Lotka-Volterra y se usó
el software matemático Wolfram Mathematica. En los resultados se realiza la comparación de los métodos RK4, AB4 y
AM4 con el comando NDSolve utilizando el modelo Lotka-Volterra. Los resultados obtenidos en los diagramas de fase y
la tabla de puntos de la iteración indicaron que el método RK4 tiene mayor precisión que los métodos AB4 y AM4.
PPPPPalabras clavealabras clavealabras clavealabras clavealabras clave. Ecuaciones diferenciales; Enseñanza de las matemáticas; Tecnología; Mathematica.

ABSTRACT

In this research, the main objective is to study the Runge -Kutta and Adams Bashforth- Moulton numerical methods. To
fulfill the purpose of this study, the Systems of differential equations of the Lotka-Volterra model was used and the
mathematical software Wolfram Mathematica was used. In the results, the RK4, AB4 and AM4 methods are compared
with the NDSolve command using the Lotka-Volterra model. The results obtained in the phase diagrams and the table of
points of the iteration indicated that the RK4 method has higher precision than the AB4 and AM4 methods.
KKKKKeywordseywordseywordseywordseywords . Differential equations; Mathematics training; Technology; Mathematica.
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I. INTRODUCCIÓN

LAS ECUACIONES diferenciales ordinarias (EDO)
posibilitan describir fenómenos basados en la va-
riación y, por tanto, permiten modelizar y resolver
problemas procedentes de contextos muy diversos
[1]. Debido a la importancia de la aplicación de las
ecuaciones diferenciales, diversos investigadores
estudiaron la modelización y las aplicaciones de las
ecuaciones diferenciales utilizando software
informático (e.g., [2], [3], [4], [5]). Por otro lado,
algunos investigadores estudiaron el proceso de
enseñanza aprendizaje de las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias (e.g., [1], [6], [7], [8]).

Adicionalmente, se tiene que el uso de la tec-
nología en la modelación matemática es importante
y muy relevante, porque brinda ayuda a los usua-
rios a la visualización de relaciones de la matemá-
tica, permitiendo establecer representaciones
exactas de conguraciones geométricas, porque en
este contexto, los usuarios tienen la oportunidad
de mover partes de estas conguraciones y obser-
var las invariantes que se producen en una cons-
trucción matemática [9].

Sin duda, la tecnología, está transformando la
educación notablemente, ha cambiado tanto la for-
ma de enseñar como la forma de aprender y por
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supuesto el rol del maestro y el estudiante, al mis-
mo tiempo que cambian los objetivos formativos
para los estudiantes dado que estos tendrán que
formarse para utilizar, usar y producir con los
nuevos medios, además, el docente tendrá que
cambiar sus estrategias de comunicación y asumir
su función de facilitador del aprendizaje de los
alumnos en entornos cooperativos y la utilización
de software para ayudarlos a planificar y alcanzar
los objetivos [10]. El implementar en la clase de
matemáticas el uso de la tecnología puede permitir
que los estudiantes mejoren la oportunidad de
reflexionar sobre sus conjeturas en relación con los
valores y el movimiento generado en las cons-
trucciones[11], [12].

El uso de herramientas computacionales para la
enseñanza matemática trata de crear un conjunto
de algoritmos que posibiliten la explotación de los
medios técnicos disponibles, poniéndolos en fun-
ción de informar, controlar, dirigir y evaluar la ac-
tividad del estudiante, de modo que éste pueda
alcanzar los objetivos previstos [13]. Uno de los prin-
cipios que plantea NCTM (National Council of
Teachers of Mathematics) es que la tecnología es
esencial en la enseñanza y el aprendizaje de las ma-
temáticas; influye en las matemáticas que se ense-
ñan y estimula el aprendizaje de los estudiantes [14].

Los investigadores mencionados anteriormen-
te, resaltaron la importancia de estudiar las
ecuaciones diferenciales ordinarias y la aplicación
de la tecnología en las EDO. Por tanto, el objetivo
de esta investigación es estudiar la precisión de
los métodos numéricos Runge-Kutta y Adams
Bashforth-Moulton. Para cumplir con el objetivo
se plantea dos preguntas de investigación:

1. ¿Cuál es la evolución de precisión de los mé-
todos de un paso (Runge-Kutta) y multipaso
(Adams Bashforth-Moulton)?

2. ¿Cuál es el método (Runge-Kutta 4, Adams
Bashforth-Moulton 4) que más se acerca a la
solución del método NDSolve de Mathematica
utilizando un modelo de Lotka-Volterra?

II. REVISIÓN DE LA LITERATURA

Esta sección presenta una breve revisión de la
literatura de la enseñanza y solución numérica de

las ecuaciones diferenciales ordinarias mediante el
uso de paquetes informáticos.

En [15], se realizó una investigación con un gru-
po de estudiantes que han recibido una formación
tradicional del concepto, utilizan sus conocimien-
tos matemáticos para resolver problemas y respon-
der a cuestiones relacionadas con las EDO, para
continuar con el diseño e implementación de un
Módulo de Enseñanza para la introducción de las
EDO, en un ambiente de resolución de problemas,
haciendo uso de TIC (calculadora VoyageTM200).
El uso de la herramienta tecnológica, la calculado-
ra VoyageTM200, y el modelo de trabajo en el aula
dieron un mayor protagonismo al estudiante en
su propio proceso de aprendizaje.

Por otro lado, [16] estudió las relaciones entre
los elementos que intervienen en el proceso de
aprendizaje de ecuaciones diferenciales de primer
orden, antes y después de la incorporación de he-
rramientas tecnológicas de apoyo. Los resultados
mostraron que el uso de las TIC como instrumen-
to mediador produce un cambio de actitudes po-
sitivas y favorables hacia las aplicaciones de las
ecuaciones diferenciales de primer orden, apoyan-
do la adquisición de conocimientos, logrando es-
timular la creatividad de los estudiantes y
contribuyendo en el diseño de nuevas estrategias
metodológicas en el ámbito de la Educación
Superior.

En su investigación, [17] mostraron algunas de
las ventajas del uso de los paquetes Dsolve y
NDSolve del software Mathematica, y en particular
sus opciones gráficas para fortalecer la enseñanza
de conceptos importantes. El autor recomienda que
el alumno utilice algún software matemático como
herramienta para realizar cálculos o ejemplificar
conceptos gráficos toda vez que ya ha aprendido
las técnicas de solución de ecuaciones y es capaz
de realizar los cálculos a mano.

En otra investigación, [8] exploró las fortalezas
y debilidades del paquete libre Maxima como he-
rramienta para la enseñanza de ecuaciones dife-
renciales ordinarias. Se realiza una comparación
entre los softwares Maxima, Maple y Mathematica.
Entre las deficiencias de Maxima comparado con
Maple y Mathematica, se identifica que existieron
varios problemas en: tratar de resolver ecuaciones
de orden alto; en resolver ecuaciones reducibles a
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la ecuación de Bessel; no cuenta con la opción para
resolver EDOs; utilizando soluciones en series de
potencias; y también presentó algunos problemas
para calcular transformadas de Laplace inversa.

Por su parte, [18] utilizó las Tecnologías de la
Información y Comunicación como estrategia di-
dáctica, particularmente en la matemática univer-
sitaria. Se presentó la experiencia de la introducción
de las TICs en un curso de Cálculo II y con una
implementación de ocho años de evolución. Las
diferentes actividades fueron clasificadas como
laboratorios, actividades complementarias y pro-
yecto corto, las cuales están relacionadas y permi-
ten tener diferentes escenarios para introducir,
comprender e integrar los diferentes temas del
curso. En conjunto, las diferentes actividades con
la introducción de las TICs han funcionado como
un elemento clave para promover la motivación
de los estudiantes y otorgarles un papel dinámico
con la guía del docente.

En una investigación más reciente, [19] preten-
den que los estudiantes adquirieran capacidades
en el empleo de tecnologías para que resolvieran
diferentes ecuaciones diferenciales de las que se
estudian, así como obtener la gráfica de su solu-
ción. Analizaron y manejaron aplicaciones como
Differential Equations, Wolfram, Desmos, Photo-
math. Con ello, elaboraron una situación didáctica
mediante la cual interactuaron estudiantes con las
aplicaciones en la resolución de ecuaciones dife-
renciales y en la graficación. Los resultados mos-
traron deficiencias en la evolución de la interfaz
de las aplicaciones utilizadas, cuyo uso provoca
fenómenos didácticos importantes.

III. MARCO TEÓRICO

En este apartado se van a tratar conceptos de
las EDO y los métodos numéricos que se utilizan
en esta investigación. Posteriormente, se aborda-
rán conceptos del software Mathematica.

Ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales se utilizan para
modelar y comprender problemas de la vida real.
De hecho, es importante para las matemáticas ya
que tiene fuerte relaciones con las funciones, deri-
vadas e integrales. Por tanto, es un campo muy

importante para los estudiantes de ingeniería. Las
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) son he-
rramientas básicas para los profesionales de espe-
cialidades relacionadas con la ciencia y la tecnología,
como es el caso de los ingenieros informáticos, eléc-
tricos, mecánicos entre otros. Esto es debido a que
las EDO posibilitan describir fenómenos basados
en la variación y, por tanto, permiten modelizar y
resolver problemas procedentes de contextos muy
diversos [1].

No existe un método general que nos dé una
forma explícita para encontrar la solución de una
ecuación diferencial. En la práctica, se encuentra
ecuaciones específicas para las que no se conoce un
método de resolución o para las cuales las formas
explícitas de solución no son las adecuadas para
los cálculos. Por estas razones, son tan importan-
tes los métodos sistemáticos y eficaces que nos lle-
ven a una aproximación numérica de las soluciones
[20]. Para aproximar soluciones de ecuaciones di-
ferenciales de primer orden existen métodos de:
un paso (Taylor, Euler, Runge-Kutta), multipasos
(Adams-Bashforth y Adams-Moulton) y los méto-
dos de splitting y de composición. Estos proble-
mas admiten una única solución bajo condiciones
adecuadas de la función f (x, y).

y′=  f (x, y)

y(x0)= y0

En este estudio, de forma particular, se analiza
los métodos de Runge-Kutta y los métodos Adams
Bashforth-Moulton.

Métodos de Runge-Kutta (RK)

Los métodos Runge-Kutta son considerados
métodos de un solo paso, probablemente uno de
los procedimientos numéricos más utilizados, así
como uno de los más precisos, usados para obte-
ner soluciones aproximadas para un problema con
valor inicial. Es importante indicar que los méto-
dos de Runge-Kutta son generalizaciones de la fór-
mula básica de Euler. Por esta razón, se dice que el
método de Euler es un método de Runge-Kutta de
primer orden [21]. Se puede presentar la fórmula
de Runge-Kutta como:

yn+1 = yn+hF(xn,yn; h)
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0.32 puntos y en el intervalo [7,10] el valor
aproximado es de 0.38 puntos. Cuando t= 10, el
valor del error baja considerablemente. Es im-
portante indicar que los valores de las invariantes
son similares al AM3 y AM2, esto debido a que
ambos métodos utilizan el mismo método
predictor y el método RK4.

Pregunta2. Comparación de los métodos

Para realizar la comparación de los métodos
se utiliza la solución del comando NDSolve de
Mathematica. La Fig. 11 muestra el plano de fase
del modelo Lotka-Volterra de la Ecuación 1 uti-
lizando el comando NDSolve, de aquí en ade-
lante se identifica como solución NDSolve.

Fig. 11.  Modelo Lotka-Volterra, método NDSolve

Por otro lado, la Fig. 12 presenta las órbitas
de los métodos RK4 (azul), NDSolve (rojo), AB4
(verde) y AM4 (negro). En este se observa que
el método RK4 se acerca considerablemente a la
solución NDSolve. Adicionalmente, se puede ob-
servar que los métodos AB4 y AM4 se alejan en
algunos puntos a la solución de NDSolve. Por
otro lado, se puede observar que en algunos in-
tervalos los puntos de los 4 métodos son simila-
res, por ejemplo [0.2, 0.4]. Además, la Fig. 12
muestra que los métodos de Runge-Kutta tienen
una exactitud mayor sobre los métodos de AB4
y AM4. Analizando los métodos AB4 y AM4 se
puede decir que AM4 se acerca más a la solución
de NDSolve.

Invariantes

En este apartado, para una mejor comprensión
de las diferencias de los valores obtenidos de la
comparación de los métodos, se estudia la con-
servación de los diferentes métodos de la fun-
ción I (u,v) . Concretamente, se analiza el error que
proporciona cada uno de los métodos. Estos va-
lores se presentan en un gráfico, lo que facilita la
comparación visual de los resultados.

La Fig. 13 muestra la gráfica de las Invariantes
de los métodos RK4 (rojo), AB4 (verde) y AM4
(negro). Específicamente, la Fig. 13 muestra que
el método de RK4 tiene una excelente conserva-
ción, el error es mínimo. Se puede ver que en los
métodos AB4 y AM4 en determinados rangos el
error aumenta, aunque en algunos rangos el error
disminuye considerablemente, se puede ver que
el error que produce el método AM4 es inferior
al método AB4, pero los valores no se diferen-
cian de manera significativa.

VI. DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES

El objetivo principal de este estudio fue anali-
zar y comparar la solución numérica de los
métodos  numéricos Runge-Kutta 4 y Adams
Bashforth-Moulton 4 con el modelo Lotka-
Volterra. Además, se analizó la evolución del
error producido por cada método cuando aumenta
de orden. Para cumplir el objetivo se utiliza el
software de Mathematica.

Fig. 12. Métodos RK4 (rojo), NDSolve (azul), AB4 (verde),
AM4 Predictor-corrector (negro).
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Fig. 13. Invariantes de los métodos RK4(rojo), AB4(verde)
y AB (negro).

El primer método que se estudió fueron los mé-
todos de un paso Runge-Kutta. Concretamente, se
estudiaron los métodos de RK2, RK3 y RK4. En el
caso de RK1 es equivalente al método de Euler por
lo que no se le consideró en este estudio. El primer
método que se estudió fue el método RK2, se pue-
de observar claramente que no es similar a la solu-
ción de NDSolve, sin embargo, se puede decir que
este método es más preciso que el método RK1 o
Euler, aunque su coste computacional es mayor que
el RK1. Adicionalmente, la invariante de este méto-
do indica un error muy elevado, hasta 4 puntos, se
observa que a medida que aumenta t, el error au-
menta considerablemente.

El siguiente método estudiado fue el método
RK3, en este caso el diagrama se va acercando a
la solución del método de NDSolve. El método
RK3 es más preciso que los métodos RK2 y RK1.
Este resultado se puede evidenciar con el análisis
de las invariantes del método RK3, el error al-
canza los 0.4 puntos cuando  t= 10. Se puede decir
que el método RK3 mejorará considerablemente
en exactitud en relación con el método RK2.

Finalmente, se estudió el método RK4, se pue-
de observar que la órbita cierra correctamente y

que la solución es similar a la del método NDSolve,
de esta manera se puede decir que el método de
RK4 tiene mayor exactitud que los métodos de
Runge-Kutta de menor orden. Para fortalecer esta
afirmación se estudió la invariante del método
RK4, se puede observar que el error alcanza va-
lores de 0.00010 puntos cuando t= 10. Con este
resultado se puede apreciar que el error se redu-
ce considerablemente en comparación con los
métodos de menor orden. Aunque, se debe con-
siderar que el método RK4 tiene mayor coste
computacional que los métodos RK1, RK2 y RK3.
Coincido con [25], los autores indicaron que el
algoritmo para el método de Runge-Kutta de
cuarto orden, es de uso extendido, y reconocido
como una valiosa herramienta de cálculo, por la
buena aproximación que produce.

Seguidamente, se estudia los métodos multi-
paso. El primero que se estudió fueron los méto-
dos Adams-Bashforth. En este caso este método
necesita un método adicional. Concretamente, se
utiliza el método RK4. En el método AB2 las ór-
bitas se cierran correctamente y el diagrama es
similar a la solución del método NDSolve.
Adicionalmente, se puede observar que el error
alcanza los 0.4 puntos en algunos intervalos.

Por otro lado, en el caso del método AB3, la
solución es se asemeja al método de NDSolve. El
error alcanza valores de hasta 0.60 puntos. Sin
embargo, no se evidencia una evolución o una
mejora notable entre los métodos AB2 y AB3.

Finalmente, se estudia el método AB4, al ver
el diagrama de fase se evidencia que son simila-
res a los métodos AB2 y AB3. El error producido
por este método alcanza el valor de 0.40 puntos.
Concretamente, no se evidencia una evolución
notable de los métodos Adams-Bashforth cuan-
do se aumenta el orden, estos resultados puede
ser porque los tres métodos usan el método RK4.

Adicionalmente, se tienen los métodos correc-
tor-predictor (métodos Adams-Moulton), en este
estudio se utiliza el método de RK4, como méto-
do predictor los métodos Adams-Bashforth y
como corrector los métodos Adams-Moulton. Las
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órbitas del método AM4 cierran correctamente, a
diferencia del método AM2 y AM3 que no se cie-
rra correctamente. Las invariantes no muestran
una evolución considerable de los métodos AM2,
AM3 y AM4, ya que estos utilizan los mismos
métodos (RK4, AB4).

Por último, para responder la segunda pregun-
ta de investigación, se realiza una comparación
de los métodos de RK4, AB4 y AM4 con la solu-
ción de NDSolve. Los resultados indican que el
método de un paso RK4 es el que más se acerca a
la solución del método de NDSolve de Mathe -
matica. Por otro lado, los métodos AB4 y AM4
tienen una órbita similar, en determinados pun-
tos se alejan de la solución NDSolve. Sin embar-
go, el método Adams-Moulton de orden (AM4)
es más preciso que el método AB4. Coincidimos,
con [25, 26], los autores en su investigación de-
mostraron que el método RK4 es más preciso que
otros métodos.

Como conclusión se puede decir que, los re-
sultados obtenidos en este estudio indican que el
método que mayor conservación y que más se
acerca a la solución de NDSolve es el método de
Runge-Kutta 4, este método tiene mayor preci-
sión que el método de AB4 y AM4, así se puede
observar en las orbitas comparativas y en las grá-
ficas de las Invariantes.

Por otro lado, esta investigación quiere remar-
car la importancia de la utilización de un software
matemático en el desarrollo de los métodos numé-
ricos para resolver ecuaciones diferencias, como se
puedo ver, estos métodos utilizan una serie de
iteraciones que dificultan hacerlos manualmente.

En una futura línea de investigación se estu-
diará el coste computacional de estos métodos,
con el propósito de realizar una comparación más
equilibrada.
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