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RESUMEN

La ensefianza de las matematicas tiene sus peculiaridades, cada vez el docente debe esforzarse por crear nuevas
herramientas y procesos que despierten el interés de los estudiantes, innovando y proponiendo nuevas formas que
permitan que el aula sea un espacio de comunicacién arménico donde el conocimiento surge.

Este trabajo se ha planteado para desarrollar una temdtica de las matemadticas, la resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales, presentdndolas como una herramienta para resolver desafios simples, lo que a simple vista se presenta es
la imagen agradable de las estrellas de seis puntas, para mediante reflexion de su estructura establecer relaciones
numeéricas.

Alo largo de esta investigacién esté presente el criterio de equilibrio y armonia a pesar de la diversidad, es decir con
nUumeros diferentes se puede llegar a un equilibrio, conceptos de pertenencia, no pertenecia, equivalencia y contra-
diccién son manejados como conceptos a pesar de no mencionarse, se intenta que el individuo los utilice sin
detenerse en discusiones sobre el concepto.

Esta investigacion es parte de una propuesta diddctica que la desarrollamos en la UNAE de Ecuador, la primera parte
de este trabajo se publicé en esta misma revista en el 2015 [1].
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ABSTRACT

The teaching of mathematics has its peculiarities, each time the teacher must strive to create new tools and processes
that arouse the interest of students, innovating and proposing new ways that allow the classroom to be a space of
harmonious communication where knowledge arises

This research has been proposed to develop mathematical topics, the resolution of systems of linear equations,
presenting them as a tool to solve simple challenges, what at first sight is presented is the pleasant image of the six-
pointed stars, for reflection of its structure to establish numerical relationships.

Throughout this research, the criterion of balance and harmony is present despite diversity, that is, with different
numbers it is possible to reach a balance, concepts of belonging, not belonging, equivalence and contradiction are
handled as concepts despite not be mentioned, it is intended that the individual use them without stopping in discussions
about the concept.

This research is part of a didactic proposal that we developed in the UNAE of Ecuador. The first part of this work was
published in this same magazine in 2015 [1].
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I. INTRODUCCION

TAL VEZ esta es la estrella mas comun, liga-
da incluso a algunos hechos de la historia humana,
llegando incluso a atribuirle poderes. Geomé-
tricamente resulta de dividir el circulo en seis par-
tes, concepto similar a la definicion de radian, y su
construccion es el resultado de sobreponer dos
triangulos equilateros.

En este caso, como se observa en la Fig. 1, la
estrella magica contiene:

- 6Segmentos.
- 6 vértices.

- 6 cortes.

Fig. 1. Estrella Magica.

* Tenemos entonces que la estrella esta
compuesta de 12 elementos.

* En cada segmento estardn cuatro
elementos.

¢ (Cada elemento, simultdneamente forma
parte de dos segmentos.

* Cada segmento se corta con otros cuatro
y no se corta con uno.
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II. ESTRELLAS MAGICAS CON ELEMENTOS
QUE FORMAN SERIES ARITMETICAS

Recordando las propiedades de las estrellas
magicas se indicara la forma de construir una es-
trella mégica con los primeros 12 enteros positi-
vos, es decir se trabajara con el conjunto:

[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12]

Que obviamente forman una serie aritmética,
cuya razones 1.

Primero se calcula cuanto suman todos estos ele-
mentos, utilizando la siguiente formula [2]:

3 1
D G
k=1

Con n = 12, el resultado de la sumatoria ten-
dremos 12x13/2 =78.

Se sabe que cada uno de los elementos esta pre-
sente en dos segmentos, entonces la suma total sera
el doble, esto es 156.

Existen seis segmentos, donde todos deben su-
mar una misma cantidad, entonces cada segmento
debe sumar veinte y seis (156/6 = 26).

A continuacion en la Tabla I, se indicaran las 33
combinaciones de cuatro elementos cuya sumatoria
es 26.

Deberemos escoger seis de ellas que cumplan las
condiciones indicadas, que contengan en dos de ellas
a cada uno de los doce ntimeros, que cada uno ten-
ga un elemento comdn con cuatro de las demas, y
que no tenga elemento en comun con la otra.

Tomemos para iniciar la combinacién 4, en re-
lacién a esta:

¢ Combinacioén 7 tiene en comun el elemento 1.

¢ Combinacion 19 tiene en comun el elemento
10.

¢ Combinacion 25 tiene en comun el elemento 11.

¢ Combinacién 30 tiene en comun el elemento 4,

y

¢ Combinacion 11 no tiene elementos en comun.
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Tabla I. 33 combinaciones.

Combinaciones

1 1 2 11 12
2 1 3 10 12
3 1 4 9 12
4 1 4 10 11
5 1 5 8 12
6 1 5 9 11
7 1 6 7 12
8 1 6 8 11
9 1 6 9 10
10 1 7 8 10
11 2 3 9 12
12 2 3 10 11
13 2 4 8 12
14 2 4 9 11
15 2 5 7 12
16 2 5 8 11
17 2 5 9 10
18 2 6 7 11
20 2 7 8 9

21 3 4 7 12
22 3 4 8 11
23 3 4 9 10
24 3 5 6 12
26 3 5 8 10
27 3 6 7 10
28 3 6 8 9

29 4 5 6 11
30 4 5 7 10
31 4 5 8 9

32 4 6 7 9

33 5 6 7 8

Tomando cada una de estas combinaciones po-
dremos construir una estrella magica de seis pun-
tas, siguiendo los siguientes proceso:

1. Tomemos la combinacién 4, de este escojamos
el elemento 1 y ubiquemos este en un vértice.

La Fig. 2, muestra una estrella mégica donde
los elementos de cada segmento suman 26, por lo
indicado anteriormente.

En ningtin caso esta es la tinica, pero nos sirve
para poder analizar y generar otras, esta vez to-
maremos en cuenta algunas consideraciones:

e Existen 33 combinaciones de cuatro nume-
ros distintos del 1 al 12,

* Cada namero esta presente de 10 a 12 veces
en las combinaciones.
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Fig. 2. Estrella Magica-Elementos de cada segmento suman 26.

* Cada estrella magica tiene seis segmentos.

* (Cada namero debe estar presente en dos de
esos segmentos.

* Encada par de segmentos puede haber méxi-
mo un elemento en comun.

* Todos los nameros deben estar presentes
como elementos de la estrella.

Ademas debemos tomar en cuenta que si estu-
diamos de forma completa para un ntmero, ob-
tendremos todos los resultados posibles y no sera
necesario realizar el estudio para otro nimero.

Por lo indicado anteriormente, en la Tabla II,
realizaremos un estudio para el numero uno.

Iniciaremos recordando las diez combinaciones

donde esta presente el nimero uno, que enumera-
das son:

Tabla Il. Combinaciones que contienen el nimero 1.

A 1 2 11 12
B 1 3 10 12
C 1 4 9 12
D 1 4 10 11
E 1 5 8 12
F 1 5 9 11
G 1 6 7 12
H 1 6 8 11
I 1 6 9 10
j 1 7 8 10
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Con base a las condiciones dadas, escogeremos
pares de esta, que tengan en comdn tinicamente el
namero 1.

Esto se da entre las combinaciones Ael, Ay]J,
ByF,ByH CyH Cy],DyE,DyG,Eel,Ee
I, Fy G;y, Fy], es decir existen 11 posibilidades.

A continuacién estudiaremos cada uno de los
casos, respetando el orden expuesto anteriormente.

Asi tomaremos el caso entre las combinaciones A
y D, el procedimiento a seguir sera el siguiente [3]:

1. Luego de establecer las dos combinaciones,
para la tercera buscaremos una que conten-
ga un elemento de cada una de las combina-
ciones presentes y dos ntimeros distintos a
los presentes en las dos combinaciones.

2. Enlas tres combinaciones estaran presentes
nueve nameros, es decir tres no estan en las
indicadas.

3. De los tres que no estdn presentes, escoge-
mos dos y buscamos una combinaciéon que
las contenga y ademas tenga dos cada una
presente en una tnica combinacién de las
anteriores.

4. Tomaremos un nimero de los dos que to-
mamos de base para la anterior combinacién,
tomamos el tercer elemento que atin no ha
sido considerado y buscamos una combina-
cion que las contenga y ademas tenga dos,
cada una presente en una tinica combinacion
de las anteriores.

5. Tomamos el otro nimero que no fue consi-
derada en la combinacion anterior, tomamos
también el tercer numero que ya fue consi-
derado en la combinacién anterior y busca-
mos una combinaciéon que las contenga y
ademas tenga dos, cada una presente en una
tnica combinacién de las anteriores.

6. Con ello tomamos las seis combinaciones que
constituyen la base matematica para construir
la estrella magica.

Aplicando lo indicado, seleccionamos las com-
binaciones A e I, ver Tabla III, que tienen en

Tabla Ill. Combinaciones A - | Alternativa 1
A 1 2 11 12
2 9 7 8
3 4 8 11
3 5 6 12
4 5 7 10

comun, tnicamente, el niimero 1, la tercera combi-
nacion la construimos tomando el 2y el 9, que su-
man 11, escogeremos dos ntimeros que no estén
en las combinaciones y cuya suma sea 15, en vista
de que toda combinacién debe sumar veinte y seis
(26), escogemos el 7 y el 8.

Hasta alli tenemos tres combinaciones donde
no estan considerados ni el 3, ni el 4 ni el 5. Para
la cuarta combinacién colocamos el 3 y el 4, que
suman 7, debemos escoger dos nimeros que cada
uno esté en una combinacién distinta y sumen
19, escogemos el 8 y el 11 que estan en las com-
binaciones primera y tercera respectivamente,
para la quinta combinacién tomamos otra vez el
3y el otro valor que atin no ha sido considera-
do, el 5, entre los dos suman 8, escogeremos dos
ntmeros que sumen 18, escogemos el 6 y el 12
que estan en las combinaciones primera y segun-
da respectivamente. Para la ultima combinacion
tomamos los dos niimeros que fueron ya rela-
cionados con el 3, que suman 9, escogeremos dos
nameros que sumen 17, escogemos el 7 y el 10
que estdn tnicamente en la segunda y tercera
combinacién en su orden.

Luego del proceso indicado tenemos seis com-
binaciones, donde cada numero esta en dos de
ellas, y cada par de combinaciones tienen a lo mu-
cho un elemento en comtn, con este resultado po-
demos construir la estrella magica [4] que se
observa en la Fig. 3.

Para la construccién de la estrella simplemente
ubicaremos los elementos, asi en cada segmento,
se ubicaran los elementos de cada combinaciéon
construida, deberemos tener en cuenta los elemen-
tos de cada interseccién [5].

Se sugiere seguir el siguiente proceso:

a. Colocar el uno en un vértice (ubicamos 1),
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h. Ubicaremos el altimo corte, por eliminacién
o tomando en cuenta los elementos de las
combinaciones (colocamos el 10).

Con esto tenemos integrada la estrella magica.

Esta claro que con las dos combinaciones selec-
cionadas, es posible obtener més de una estrella
magica, en la Tabla IV se observa otra posibilidad
que se da si tomamos como base el seis y el once, y
se genera la estrella magica de la Fig. 4, ademas se
tiene otra posibilidad la Tabla V y la Fig. 5.

Tabla IV. Combinaciones A-l Alternativa 2

1
9
6 11 4 5
Fig. 3. Estrella Méagica - Base 2 y 9 3 7 4 12
3 8 5 10
7 8 2 9

b. Luego colocar los elementos diferentes de
las dos primeras combinaciones que permi-
tieron construir la tercera (colocamos 2y 9).

c. Escogemos luego un elemento restante de la
tercera combinacion y lo ubicamos en un vér-
tice, cuidando que se ubique junto al valor,
con el cual coincida otro elemento en otra
combinacion, (8 junto al 2 ya que entre las
combinaciones (1,2,11,12) y (8,11,3,4) coinci-
de el 11, que seré el otro).

d. Ese otro valor colocara en el siguiente corte
(ubicamos el 11).

e. Llenaremos los dos segmentos, ubicando en
los vértices, los ntimeros faltantes en las com-
binaciones (12 en el un segmento y 7 en el
otro).

f. Paralos otros cortes buscaremos los elemen- Fig. 4. Estrella Magica -Base 6y 11
tos coincidentes en las combinaciones hasta
llenar la estrella magica (asi entre el segmento
de vértice 8 y el otro de vértice 12 colocare- Entre Ay J, tendremos los siguientes resultados:
mos el 3, entre el segmento de vértice 7 y el
otro de vértice 1, colocamos el 10 que es coin-

cidente en las combinaciones, luego ubica- A 1 2 11 12
mos otro corte entre el segmento de vértice ] 1 7 8 10

Tabla V. Combinaciones A-J Alternativa 1

12 y el otro de vértice 7 ubicamos el cinco. 2 10 5 9
3 4 7 12
g. Completamos otro segmento, colocando un i 2 181 g

vértice (en el ejemplo el 6).
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Fig. 5. Estrella Magica - Base 2 y 10

Tabla VI. Combinaciones A-J Alternativa 2.

Entre B y F se tienen los siguientes resultados:

Tabla VII. Combinaciones B-F Alternativa 1.

8
7 12 3 4
5 6 4 11
5 9 2 10
6 9 3 8

Fig. B. Estrella Magica - Base 7 y 12.

Fig. 7. Estrella Mégica - Base 3y 9

Tabla VIII. Combinaciones B-F Alternativa 2

Fig. 8. Estrella Mégica - Base 3y 11

Rev. Ingenieria, Matemdticas y Ciencias de la Informacion

Vol. 5 / Num. 9 / enero - junio de 2018; pdg. 101-130



TRABAJANDO SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON ESTRELLAS DE SEIS PUNTAS ‘ 107
MARCO VINICIO VASRUEZ BERNAL

Entre B y H se tienen los siguientes resultados: Para el caso de las combinaciones entre Cy J
tendriamos:

Tabla IX. Combinaciones B-H Alternativa 1

Tabla XI. Combinaciones C-J Alternativa 1

C 1 4 9 12
4 8 3 11
2 5 9 10
2 6 7 11
5 6 3 12

Fig. 9. Estrella Magica - Base 3y 11

Para el caso de las combinaciones entre Cy H Fig. 11. Estrella Mégica - Base 4 y 8
tendriamos:
Tabla XII. Combinaciones C-] Alternativa 2

Tabla X. Combinaciones C-H Alternativa 1

Fig. 10. Estrella Magica - Base 8 y 9 Fig. 12. Estrella Mégica - Base Sy 8
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Entre las combinaciones D y E se tendra: Para las combinaciones D y G tendremos los
resultados:
Tabla XIII. Combinaciones D-E Alternativa 1 Tabla XV. Combinaciones D-G Alternativa 1

Fig. 13. Estrella Méagica - Base 4 y 12 Fig. 15. Estrella Magica - Base 4 y 12

Tabla XIV. Combinaciones D-E Alternativa 2 Tabla XVI. Combinaciones D-G Alternativa 2

Fig. 14. Estrella Magica - Base 8 y 10 Fig. 16. Estrella Mégica - Base 6 y 10
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Para las combinaciones entre E e I, se tendra: Combinando entre F y G se tiene:

Tabla XVII. Combinaciones E-I Alternativa 1 Tabla XIX. Combinaciones F-G Alternativa 1

Fig. 17. Estrella Mégica - Base 5y 6 Fig. 19. Estrella Méagica - Base 5y 7

Tabla XVIII. Combinaciones E-I Alternativa 2 Tabla XX. Combinaciones F-G Alternativa 2

E 1 5 ) 12 F 1 5 9 11

I 1 6 9 10 G 1 6 7 12
5 10 4 7 9 12 2 3
2 3 9 12 4 8 3 11
2 11 6 7 4 10 7 5
3 11 4 8 8 10 2 6

Fig. 18. Estrella Méagica - Base 5y 10 Fig. 20. Estrella Mégica - Base 9y 12
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Combinando entre Fy ], tenemos los resultados:

Tabla XXI. Combinaciones F-] Alternativa 1

7 9 6
2 3 10 11
2 12 4 8
3 12 5 6

Fig. 21. Estrella Méagica - Base 7 y 9

Tabla XXII. Combinaciones F-J Alternativa 2

8
9 10 3 4
2 6 7 11
2 12 4 8
6 12 3 5

Fig. 22. Estrella Méagica - Base 8 y 10

REVISTA INGENIERIA, MATEMATICAS Y CIENCIAS DE LA INFORMACION

Tenemos entonces 20 estrellas mégicas distintas.

La estructura de la estrella magica de seis pun-
tas donde cada segmento es una combinacién de
cuatro elementos que suman una cantidad cons-
tante y que tiene un elemento en comdn con otros
cuatro segmentos, y no tiene elementos en comdn
con uno de ellos, se puede observar en la Fig. 23,
que el segmento 1, se interseca con los segmentos
2,3,5y 6.;y, no se interseca con el segmento 4, de
igual forma, el segmento 2 no se interseca con el
segmento 6, y el segmento 3 no se interseca con el
segmento 5.

Fig. 23. Segmentos de la Estrella Mégica

Eso hace que si fijamos un segmente, podamos
relacionarlos tinicamente con las otro cuatro y te-
niendo en cuanta que entre ellos no se intersequen
dos a dos, lo que hace que tengamos no 24 resulta-
dos diferentes (4!), sino tnicamente 8.

III. ESTRELLAS MAGICAS DERIVADAS

Fig. 24. Estrella Magica Derivada
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A. Fijamos una esquina, para el ejemplo toma-
mos la esquina a.

B. Fijemos la esquina opuesta, en nuestro caso 1.

C. Existen dos segmentos, que no contienen los
vértices seleccionados, en estos, a partir de
la ubicacién del vértice, los cuatro elemen-
tos se dividen en dos grupos de dos elemen-
tos compuestos por un vértice y un corte,
manteniendo al mismo lado con respecto a
los vértices cambiamos el vértice de un seg-
mento pasara a ser corte del otro, y vicever-
sa, asi movemos los ocho elementos, este se
aprecia en la figura 24. Para nuestro ejemplo
los grupos serian by cala derechadea; dy
eala izquierdo de a;y ademés h e i/ ala Fig. 26. Estrella Magica con cambios
izquierdadel;y,jy kala derecha del. Cam-
biaremos k por d, j por e, h por cy i por b,
conforme se plantea en las lineas roja y negra.

De igual manera, siguiendo el mismo pro-
ceso y fijando los vértices e y k de la figura 24,

D. Con los movimientos indicados, se tiene  g¢ ganeran las estrellas magicas de las figuras
una nueva estrella magica donde han cam- 27y 28

biado los segmentos, pero los elementos
en estos se mantienen, como se observa en
la figura 25.

Fig. 27. Estrella Magica con cambios 1

Es decir de cada estrella méagica se pueden de-
rivar 3 distintas, 6 por cada combinacién matema-
tica que cumpla las condiciones se tendran cuatro

Debe indicarse que los elementos f y g, no se estrellas magicas distintas.
mueven al igual que los vértices a y 1.

Fig. 25. Estrella Magica con cambio de segmentos

Si intentamos otro proceso como el planteado,
Esta claro que la estrella resultante es otra, con la estrella resultante sera una rotaciéon sobre el cen-
las mismas combinaciones. tro de las indicadas y no otra.
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Fig. 28. Estrella Magica con cambios 2

Se debe anotar por altimo que por cada estrella
maégica se puede generar una simétrica que tam-
poco podria considerarse una distinta, mas bien se
designara una rotacion de 180 grados, tomando
como eje la recta que pase por dos vértices opues-
tos 6 dos cortes opuestos, y el resultado serd el
mismo.

Una rotacion de la Fig. 24 es la Fig. 29

Fig. 29. Estrella Magica con rotacién

Se pueden definir ademds rotaciones sobre el
centro, en sentido de las manecillas del reloj y para
cada estrella existirdn 6 posibilidades con esta
rotacion.
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Consecuentemente, por cada combinacién ma-
tematica que cumpla las condiciones expuestas an-
teriormente, tendremos cuatro estrellas magicas
distintas, cuatro rotaciones de 180 grados y rota-
ciones sobre su centro, es decir 48 estrellas deriva-
das, es decir con niimeros consecutivos del 1 al 12
podremos establecer 960 estrellas mégicas, la es-
tructura especial de que los elementos que cada
segmento, tiene un elemento comun con los otros
cuatro.

IV. GENERACION DE ESTRELLAS
MAGICAS DE SEIS VERTICES

El hecho de que se pueda generar estrellas ma-
gicas de seis vértices con los elementos enteros del
1 al 12, es de vital importancia, en vista de que
esos elementos forman entre si una sucesion arit-
mética y la misma puede transformarse en otras a
través de transformaciones lineales cualesquiera,
que a su vez formaran otra sucesion aritmética que
cumplira la condicion de estrella magica [6][7].

Lo expresado anteriormente es facilmente
demonstrable, supongamos tenemos las seis
combinaciones:

Que como se vio en la figura 24 genera una
estrella magica, donde la suma en cada segmen-
to es 26.

A estos elementos aplicamos la transformaciéon
lineal: a n + b, donde a y b son niimeros reales
cualesquiera y n es elemento de la estrella magica
de la Tabla XXIII.

Tabla XXIII. Seis combinaciones

1° 1 5 9 11
22 1 7 8 10
32 7 9 4 6
4° 2 3 10 11
5% 2 12 4 8
& 3 12 5 6

Realizando las operaciones respectivas, tendre-
mos que se genera el nuevo conjunto de seis com-
binaciones, que se observa en el Tabla XXIV, donde
obviamente los elementos de todas las combina-
ciones suman 26a+4b, como se puede comprobar
en la Fig. 30.

Rev. Ingenieria, Matemdticas y Ciencias de la Informacion
Vol. 5 / Num. 9 / enero - junio de 2018; pdg. 101-130



TRABAJANDO SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON ESTRELLAS DE SEIS PUNTAS 113

Fig. 30. Estrella Méagica con operaciones

Para verificar podriamos proponer lo siguiente:

Ejemplo 1. Construir la estrella mégica de seis
puntas sia =5y b =-10. Las combinaciones deri-
vadas de la Tabla XXIV y son presentadas en la
tabla XXV, la estrella magica de seis puntas sera la
mostrada en la Fig. 31, donde los elementos de
cada segmento suman 90 (5x26 +4x(-10) =90).

Tabla XXIV. Nuevo Conjunto

1° atb 5a+b 9a+b 11a+b
22 a+b 7a+b 8a+b 10a+b
3?2 7a+b 9a+b 4a+b 6a+b
42 2at+b 3at+b 10a+b 1latb
52 2a+b 12a+b 4a+b 8a+b
& 3a+b 12a+b 5a+b 6a+b

Fig. 31. Estrella Méagica -cada segmento suman 90
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Tabla XXV. Combinaciones derivadas

1° -5 15 35 45
28 -5 25 30 40
32 25 35 10 20
4° 0 5 40 45
52 0 50 10 30
& 5 50 15 20

Esta claro entonces que esto se cumple para cual-
quier combinacion lineal.

V. CONSTRUCCION DE UNA ESTRELLA
MAGICA, CONOCIENDO LA CONSTANTE DE
SUMA POR SEGMENTO

Con base de lo anterior, podemos entonces de
antemano fijar un valor deseado para la constante
de suma por segmento, y en base a definir una
transformacion lineal planteada, existen infinitas,
construir la estrella mégica de seis puntas que cum-
ple lo solicitado [8].

Para lograr el objetivo planteado, deberemos
seguir el siguiente proceso:

1. Definir el valor que se estipula como consta-
te de suma de elementos por segmento (T).

2. Tomar uno de los veinte grupos de combi-
naciones que construyen una estrella magica.

3. Determinar los valores a y b, de la relaciéon
lineal 26a + 4b = T, seleccionandolo de infi-
nitas posibilidades (26 es la suma original por
segmento).

4. Conlos valores deay b, y en base del grupo
de combinaciones seleccionadas en el paso
2, construir un nuevo grupo de combinacio-
nes con los resultados de afectar a cada ele-
mento dicha relacién lineal.

5. Construir la nueva estrella magica, ha
sabiendas de que existen cuatro distintas, 4
simétricas y 48 derivaciones en total toman-
do en cuenta las rotaciones.

Ejemplo 2.

1. Fijar el valor de T es cien (100)
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2. Escoger las combinaciones de la Tabla XXVI,
que es una copia de la Tabla XVI.

26a + 4b =100, <> b = (100 - 26a)/4, es
una relaciéon equivalente, que muestra las in-
finitas posibilidades para escoger pares a y
b que cumplan, (a=1,b=37/2= 18.5), (a=2,
b=12), (a=3,b=11/2), (a=4,b=-1), son
cuatro de ellas, escogeremos a =2, b =12.

3. Aplicando la transformacién 2n + 12 a cada

elemento de la Tabla XXVI, tendremos la
Tabla XXVII.

Tabla XXVI. Combinaciones ejemplo 2

1° 1 4 10 11
20 1 6 7 12
3° 6 10 2 8

4° 3 5 7 11
5° 3 9 2 12
6° 5 9 4 8

Tabla XXVII. Transformacién

1° 14 20 32 34
20 14 24 26 36
3° 24 32 16 28
4° 18 22 26 34
5° 18 30 16 36
6° 22 30 20 28

4. Se construye la estrella mégica requerida,
que se observa en la Fig. 32, donde se puede

Fig. 32. Estrella Magica resultante - cada segmento suma 100.

apreciar que se cumple la condicién de es-
trella magica de seis puntas, donde los ele-
mento de cada segmento suman cien,
cumpliendo el objetivo planteado.

V1. CONSTRUCCION DE ESTRELLAS
MAGICAS CON VALORES QUE FORMAN
UNA SERIE ARITMETICA

Con lo anteriormente indicado esto se facilita
bastante, para aclarar diremos “Si tenemos una
serie aritmética de hasta doce elementos, se po-
dra construir estrellas magicas con estos segiin se
ha demostrado”, si la cantidad de elementos es
menos de doce, y forman una serie aritmética, se
completara la serie y se procederd a construir la
estrella magica deseada [9].

Ejemplo 3. Deseamos construir una estrella
magica que contenga los elementos 19, 7, 15, 11.

Si ubicamos ordenadamente los niimeros indi-
cados: 7,11, 15y 19, vemos que si forma una serie
aritmética donde la razén es 4, y existen 9 posibili-
dades para construir la serie completa, ya que el 7
puede ubicarse en el primero, segundo y hasta
novena ubicacion.

Este grupo de ntimeros también forman una
serie aritmética de razon 2, donde los valores ex-
puestos no son secuenciales en la sucesion, en este
caso existen 5 series, el 7 puede ocupar desde el
primer puesto hasta el quinto.

Para desarrollar el ejemplo escogeremos una
serie de razén 2 donde el 7 ocupe el tercer puesto,
es decir la serie aritmética seria: (3, 5,7, 9, 11, 13,
15,17, 19, 21, 23, 25).

Que resulta de utilizar la aplicacion lineal 2n +
1, ala estudiada, es sabido que para esto se puede
tomar cualquiera de los veinte grupos de combi-
naciones que permiten la construccion de estrellas
magicas, escogeremos las que se ven en la Tabla
XXVIIL, que son las de la Tabla VII.

Aplicando la combinacion lineal a estas combina-
ciones, se generan las combinaciones de la Tabla XXIX.

Ubicando esas combinaciones generamos la es-
trella magica de la Fig. 33.
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Tabla XXVIII. Combinaciones Tabla VII

1° 1 3 10 12
2° 1 5 9 11
3° 3 9 6 8

4° 2 4 8 12
5° 2 7 6 11
6° 4 7 5 10

Tabla XXIX. Combinaciones Resultantes Ejemplo 3

1° 3 7 21 25
2° 3 11 19 23
3° 7 19 13 17
4° 5 9 17 25
5° 5 15 13 23
6° 9 15 11 21

Fig. 33. Estrella Magica resultante - cada segmento suma 58.

Se puede observar que la misma cumple con las
condiciones de estrella magica, que obviamente
contiene como elementos los nimeros 7, 11, 15 y
19, con una suma constante por segmento de 56.

Cuando se propone construir estrellas méagicas
que contengan dos nimeros cualesquiera, siempre
sera posible encontrar la serie aritmética que los
contenga, seguiremos el siguiente proceso:

1. Calcularemos la razén que sera la diferen-
cia entre los dos ntiimeros 6 lo que resulte
de dividir esta diferencia para enteros del
1al11.
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2. Luego construiremos la serie aritmética de
la cual los elementos forman parte, existiran
algunas posibilidades, dependiendo del va-
lor para el cual se ha dividido la diferencia,
si razon se ha calculado dividiendo la dife-
rencia para i (valor entre 1 y 11), existiran
12- i series aritméticas.

3. Encontraremos la aplicacion lineal que la

genera de la base de los nimeros enteros
del 1 al 12.

4. Escogeremos uno de los veinte grupos de
combinaciones que construyen estrellas
magicas.

5. Generaremos el nuevo grupo de com-
binaciones.

6. Construiremos la estrella mégica requerida
(existen 48 posibles).

Ejemplo 4. Construir una estrella magica de seis
puntas que contenga los nimeros 7 y 136.

La diferencia entre estos dos ntiimeros es 129,
cuyos submultiplos son 1, 3, 43 y 129, resultantes
de dividir la diferencia para 136, 43, 3 y 1 respecti-
vamente, de éstos los menores a 13 son 3 y 1, en-
tonces las posibles razones serdn 43 6 129, para el
desarrollo escogeremos como razon el valor de 43,
entonces entre los elementos 7 y 136 se ubicaran
dos més (50 y 93), por lo que es posible proponer
series donde el 7 pueda ser el primer elemento o
ubicarlo hasta en el noveno lugar, es decir existen
9 posibilidades, escogeremos aquella donde el ele-
mento 7 este en el quinto lugar, por tanto la serie
aritmética sera: (-165, -122, -79, -36, 7, 50, 93, 136,
179, 222, 265, 308).

La aplicacion lineal para este caso sera: 43 n- 208.

Tomaremos como base las combinaciones que
se presentan en la Tabla XXX, que es una copia de
la Tabla XI.

Aplicando la combinacién lineal planteada te-
nemos el grupo de combinaciones que se presen-
tan en la Tabla XXXI.

Con las combinaciones indicadas es posible
construir la estrella méagica requerida, misma que
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Tabla XXX. Combinaciones Tabla XI

10
20
30
40
50
60

1 4 9 12
1 7 8 10
4 8 3 11
2 5 9 10
2 6 7 11
5 6 3 12

Tabla XXXI. Combinaciones Resultantes Ejemplo 4

10
20
30
40
50
60

-165 -36 179 308
-165 93 136 222
-36 136 -79 265
-122 7 179 222
-122 50 93 265

7 50 -79 308

se observa en la Fig. 34. Donde se observa que
estdn presentes los nameros 7 y 136, ademaés to-

dos los elementos suman 286.

Fig. 34. Estrella Magica resultante - cada segmento suma 286.

Silo que se desea es construir una estrella ma-
gica que contenga tres valores dados deben cum-
plirse una de las siguientes condiciones:

a.

b.

El ntimero medio es el promedio aritmético
entre los dos extremos.

La diferencia entre el nimero mayor y el
namero intermedio debe ser multiplo de la
diferencia entre el ntiimero medio y el na-

mero menor, y la razén entre las diferencias
debe ser un entero menor a once.

c. La diferencia entre el nimero menor y el
nimero intermedio debe ser multiplo de la
diferencia entre el nimero medio y el na-
mero mayor, y la razén entre las diferencias
debe ser un entero menor a once.

d. La diferencia entre el nimero mayor y el
nimero medio, y la diferencia entre el na-
mero medio y el nimero menor son multi-
plos de un mismo ntimero, y sus razones con
respecto a ese submultiplo comtin no deben
sumar mas de once.

El caso a es evidente, pues los tres nimeros for-
marian una serie aritmética.

Para estos casos se asegura el siguiente proceso:

1. Identificar la razén, en algunos casos sera
posible encontrar ademas otra razén sub-
multipla de esta.

2. Construir la serie aritmética que los conten-
ga, es posible que existan, mas de una
posibilidad.

3. Encontraremos la aplicacion lineal que la
genera de la base de los nimeros enteros
del 1 al 12.

4. Escogeremos uno de los veinte grupos de
combinaciones que construyen estrellas
magicas.

5. Generaremos el nuevo grupo de com-
binaciones.

6. Construiremos la estrella mégica requerida
(existen 48 posibles).

Ejemplo 5. Construir una estrella magica de seis
puntas que contenga los naumeros 75, 12, 21.

Ordenando los nameros tendremos: 12,21y 75,
entonces la diferencia entre el nimero mayor y el
intermedio es 54 y la diferencia entre el interme-
dio y el menor es 9, donde se puede ver que la
diferencia mayor dividida para la diferencia me-
nor es 6, entonces en este caso la razon de la serie
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aritmética seria el 9, como ademas 6 +1="7, que es
menor que 11, y ademads, en este caso, no es posi-
ble tomar otra razén para la serie aritmética, por
cuanto en ese caso la suma de los cocientes sera
mayor a once.

Entre 12y 75, tenemos por tanto cinco niimeros
intermedios que construiran una serie obligada de
siete elementos, los cinco restantes pueden ser ala
izquierda, a la derecha o a ambos lados, existen
por tanto existen seis posibles series, escogeremos
aquella donde el 12 se ubique en el tercer puesto,
es decir la serie es: (-6, 3, 12, 21, 30, 39, 48, 57, 66,
75, 84, 93), que tiene razén nueve y contiene los
doce elementos.

La aplicacion lineal serd: 9 n - 15.

Escogemos el grupo de combinaciones que se
ve en la Tabla XXXII, igual a la Tabla XIV, para
aplicar a este la combinacion lineal planteada y
generar la Tabla XXXIII, con el que construiremos
la estrella mégica que se observa en la Fig. 35.

Tabla XXXII. Combinaciones Tabla XIV

1° 1 4 10 11
2° 1 5 8 12
3° 8 10 2 6
4° 3 7 5 11
5° 3 9 2 12
6° 7 9 4 6

Tabla XXXIII. Combinaciones Resultantes Ejemplo 5

1° -6 21 75 84
2° -6 30 57 93
3° 57 75 3 39
4° 12 48 30 84
5° 12 66 3 93
6° 48 66 21 39

Se puede comprobar que la estrella mégica plan-
teada contiene a los elementos: 12, 21 y 75, ade-
mas se debe indicar que la constante de suma por
segmento es 174.

Ejemplo 6. Construir una estrella magica de seis
puntas que contenga los ntimeros 43, 11, 83.

En este caso, los numeros ordenados seran: 11,
43y 83, por tanto la diferencia del nimero mayor
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Fig. 35. Estrella Magica resultante - cada segmento suma 174.

al medio serd 40 y del intermedio al menor sera
32, en este caso el cociente entre las diferencias no
es un valor entero, pero en cambio las dos son
multiplos de los niimeros 8, 4, 2y 1.

En este caso tenemos 32/8 =4y 40/8 =5, y ade-
més 4 +5<12.

Si hacemos este calculo para otro submultiplo
32/4 =8y 40/4= 10, donde 8 + 10 > 11, es decir
podemos construir la serie aritmética con razén 8,
y no de los demas submultiplos, tendriamos la se-
rie: 11, 19, 27, 35, 43, 51, 59, 67, 75, 83, compuesta
de 10 elementos, deberemos afiadir 2 elementos
menores, un menor y un mayor o dos mayores,
escogeremos el caso donde el 11 sea el segundo
elemente, la serie seria: (3, 11, 19, 27, 35, 43, 51, 59,
67,75, 83, 91).

La aplicacion lineal seria: 8 n - 5.

Escogemos los grupos de combinaciones que se
observan en la Tabla XXXIV, que es igual a la Ta-
bla V'y que en funcién de la aplicacién lineal plan-
teada se genera la Tabla XXXV y que posibilitan
construir la estrella mégica que se presenta en la
Fig. 36.

Se comprueba que todos los segmentos su-
man 188, donde estan presentes los nameros 43,
11y 83.
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Fig. 36. Estrella Magica resultante - cada segmento suma 188.

Tabla XXXIV. Combinaciones Tabla XV

1° 1 2 11 12
2° 1 7 8 10
3° 2 10 5 9
4° 3 4 7 12
5° 3 6 8 9
6° 4 6 11 5

Tabla XXXV. Combinaciones Resultantes Ejemplo 6

1° 3 11 83 91
2° 3 51 59 75
3° 11 75 35 67
4° 19 27 51 91
5° 19 43 59 67
6° 27 43 83 35

Ejemplo 7. Construir una estrella magica de seis
puntas que contenga los nameros 47, 15, 95.

Poniendo los nimeros dados en orden tendre-
mos 15,47 y 95, por tanto la diferencia del nimero
mayor al medio sera 48 y del intermedio al menor
sera 32, en este caso el cociente entre las diferen-
cias no es un valor entero, pero en cambio las dos
son multiplos del 16, 8,4, 2y 1.

Para buscar la serie aritmética calcularemos 32/
16=2y48/16=3,y2+3=5<12.

También 32/8 =4,48/8 =6y 4 +6<12.

Pero32/4=8,48/4=12y 4 +12>11como ade-
mas 4+5 <12.

Por tanto podemos tomar coma razoén de la se-
rie aritmética puede ser el 8 6 el 16, escogeremos
el 16, es asi que tendremos los valores: 15, 31, 47,
63,79, 95, seis elementos que contienen los reque-
ridos, es decir se deberdan afadir seis elementos
mas, dando 7 posibles resultados, escogeremos
aquella donde el 15 es el cuarto elemento, la serie
es: (-33,-17,-1,15, 31, 47, 63, 79, 95, 111, 127, 143).

La aplicacion lineal seria: 16 n - 49.

Escogemos los grupos de combinaciones que se
observan en la Tabla XXXVI, que es igual al grupo
de la Tabla VIII y que en funcién de la aplicacion
lineal planteada se genera la Tabla XXXVII y que
posibilitan construir la estrella méagica que se pre-
senta en la Fig. 37.

Tabla XXXVI. Combinaciones Tabla XVIII

1° 1 3 10 12
2° 1 5 9 11
3° 3 11 4 8
4° 2 6 8 10
5° 2 7 5 12
6° 6 7 4 9

Tabla XXXVII. Combinaciones Resultantes Ejemplo 7

1° -33 -1 111 143
2° -33 31 95 127
3° -1 127 15 79
4° -17 47 79 111
5° -17 63 31 143
6° 47 63 15 95

Para concluir probaremos que todos los segmen-
tos suman 220, donde estan presentes los nimeros
47,15y 95.

Para construir estrellas magicas con cuatro 6 mas
nameros dados, de la tnica opcién es que estos
formen parte de una serie aritmética, para ello se
puede seguir el siguiente proceso:

* Ordenar los naimeros de menor a mayor.

* Obtener las diferencias entre los nameros que
se ubiquen uno a continuacién de otro.

Rev. Ingenieria, Matemdticas y Ciencias de la Informacion
Vol. 5 / Num. 9 / enero - junio de 2018; pdg. 101-130



MARCO VINICIO VASRUEZ BERNAL

TRABAJANDO SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON ESTRELLAS DE SEIS PUNTAS 119

Fig. 36b. Estrella Magica resultante - cada segmento suma 220.

* Ver si estas diferencias tienen submultiplos
comunes.

- Siexisten esos multiplos, para cada sub-
maultiplo, dividir todas las diferencia
para ese submadltiplo y sumar los resul-
tados (que son enteros), si esta suma-
toria es menor a doce (once o menos),
entonces es posible construir la serie
aritmética y el submultiplo es la razén
de dicha serie.

- Siesasuma es doce 6 més o no es posible
construir la serie, por tanto este método
no es valido.

Una vez construida la serie se procede como
los casos anteriores.

Ejemplo 8. Construir una estrella magica que
contenga los nameros 18, 4, 7, 13, 9.

Colocamos los nameros en orden: 7, 9, 13, 18.

Obteniendo las diferencias entre los elemen-
tos consecutivos, tendremos: 2, 4 y 5, el tnico
entero submaltiplo existente es el 1, dividiendo
las diferencias para 1 se tendra: 2, 4 y 5 que su-
mados dan 11, eso indica que existe una serie que
los contiene y no es sino la de nameros enteros
positivos entre 7 y 18. Que como hemos visto exis-
ten varias estrellas magicas de seis puntas que pue-
den construirse.
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Ejemplo 9. Construir una estrella magica de seis
puntas que contenga los nimeros 138, 12, 48, 120.

Ordenando los niimeros tenemos: 12, 48, 120 y
138.

Las diferencias seran: 36, 72 y 18, cuyos
submultiplos son 18,9,3 y 1.

Dividiendo las diferencias para 18, tenemos 2,
4 y 1 que suma 7, por tanto es posible construir
una serie geométrica con razon 16.

Dividiendo las diferencias para 9, tendremos:
4,8y 2 que suman 14, mayor que 11, por tanto no
es posible construir la serie aritmética, peor serd
con los demas submultiplos.

Construiremos entonces la serie entre 12 y 138,
esto es: 12, 30, 48, 66, 84, 102, 120, 138, que contie-
ne ocho elementos, tendremos entonces cinco po-
sibles series, escogeremos: (-24, -6, 12, 30, 48, 66,
84,102, 120, 138, 156, 174).

La aplicacion lineal es: 18 n - 42.

De base tomamos el grupo de combinaciones
que se plantea en la Tabla XXXVIII, que es igual a
la de la Tabla IX. Aplicando la combinacién lineal
se genera la Tabla XXXIX, que brinda las combina-
ciones que permitan la construccion de la estrella
magica que se observa en la Fig. 37.

Tabla XXXVIII. Combinaciones Tabla IX

1° 1 3 10 12
2° 1 6 8 11
3° 3 11 5 7
4° 2 4 8 12
5° 2 9 5 10
6° 4 9 6 7

Tabla XXXIX. Combinaciones Resultantes Ejemplo 9

1° -24 12 138 174
2° -24 66 102 156
3° 12 156 48 84
4° -6 30 102 174
5° -6 120 48 138
6° 30 120 66 84
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Fig. 37. Estrella Magica resultante - cada segmento suma 300.

Se observa que la misma contiene los elemen-
tos planteados, y ademds en cada segmento los
elementos suman 300.

Ejemplo 10. Construir una estrella magica de
seis vértices que contenga los nimeros 5, 21, 165,
91, 53.

Ordenando los niimeros tenemos: 5,21, 53,101, 165.

Las diferencias son: 16, 32, 48, 64, los submulti-
plos de estas ntimeros son: 16, 8,4, 2y 1.

Dividiendo las diferencias para 16, tendremos:
1,2,3 y 4 que suman 10 que es menor a once, por
tanto podemos construir la serie aritmética con
razén 16, los otros submdltiplos dan razones que
suman mas de 11, por tanto la tnica posible es la
que tiene como razon el 16.

Interpolando entre 5 y 165 tendriamos: 5, 21,
37,53, 69, 85,101, 117, 133, 149, 165, que tiene once
elementos, debemos anexar uno mas, tenemos dos
posibilidades, escogeremos la serie aritmética: (5,
21,37, 53, 69, 85, 101, 117, 133, 149, 165, 181).

La aplicacion lineal asociada sera: 16 n - 11.

Tomamos el grupo de combinaciones que se
aprecian en la Tabla XL, copia del grupo de la Ta-
bla XXII. Aplicando la combinacién lineal propuesta
genera el grupo de combinaciones que se observa
en la Tabla XLI, y que posibilita construir la estre-
lla mégica que se tiene en la Fig. 38.
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Tabla XL. Combinaciones Tabla XXII

1° 1 5 9 11
2° 1 7 8 10
3° 9 10 3 4
4° 2 6 7 11
5° 2 12 4 8
6° 6 12 3 5

Tabla XLI. Combinaciones Resultantes Ejemplo 10

1° 5 69 133 165
2° 5 101 117 149
3° 133 149 37 53
4° 21 85 101 165
5° 21 181 53 117
6° 85 181 37 69

Fig. 38. Estrella Mégica resultante - cada segmento suma 372.

Se puede observar que la misma contiene lo ele-
mentos solicitados y ademas todos los segmentos
contiene elementos que suman 372.

Con estos procedimientos podremos construir
estrellas magicas siempre que se pueda construir
series aritméticas que contengan los nimeros da-
dos, es posible también tomar razones que no sean
enteras.

Cabe anotar una consecuencia que se obtiene
de las estrellas magicas:

“En una estrella magica la suma total de los
elementos es igual a tres veces la suma de los
elementos de cualquiera de sus segmentos”.
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VII. DEMOSTRACION

En una estrella mégica los seis segmentos con-
tienen elementos, cada uno de ellos contiene cua-
tro elementos que suman un mismo valor,
supongamos que ese valor es.

Por tanto los totales de los 6 segmentos sera (6S).

Llamaremos T, a la suma total de los elementos
presentes en la estrella.

Como cada elemento esta presente en dos seg-
mentos a la vez, entonces la suma total de seg-
mentos serd igual al doble de la suma total de
elementos, entonces:

6S = 2T, por tanto T = 3S.

Es decir la suma de los elementos de un seg-
mento serd igual a la tercera parte del la suma to-
tal de los elementos de una estrella magica. Con lo
que la afirmacién esta demostrado.

Fig. 39. Estrella Magica de seis puntas

Como un corolario de esto se tendra que, en
una estrella mégica de seis puntas como la Fig. 39,
teniendo en cuenta que los elementos de un seg-
mento suman S, se tendra que la suma de otros
elementos que no forman parte del mismo segmento
también es igual a S, asi:

e atf+g+1=5
* etc+j+h=S5
e b+d+i+k=S
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VIII. ESTRELLAS MAGICAS DE SEIS
PUNTAS CON NUMEROS QUE NO
FORMAN SERIE ARITMETICA

Buscando generalizar los resultados, propon-
dremos unos casos donde construimos estrellas
magicas de seis puntas con nameros que no for-
man ninguna progresion aritmética entre ellos.

Basdndonos nuevamente en la Fig. 39, diremos:
para que una estrella sea magica, debe cumplirse
que:

a+d+g+k=k+j+i+h
k+j+i+h=h+f+c+a
h+f+c+a=b+c+d+e
bt+tc+dte=e+g+j+!
e+g+j+l=1+i+f+b

Que reduciendo genera el siguiente sistema:

a+d+g=j+i+h
k+j+i=f+c+a
h+f+a=b+d+e
btc+td=g+j+1
eta+i=i+r+b

Tenemos por tanto un sistema de cinco
ecuaciones con doce incégnitas, el sistema por tan-
to tiene infinitas soluciones, 6 se puede dar valo-
res arbitrariamente a siete variables, para tornar
al sistema en uno consistente, cuya solucion es tinica
y cumple las condiciones de la estrella magica de
seis vértices.

Con la intencién de posibilitar un proceso que
cumpla con estructurar una estrella magica de seis
puntas supondremos que asignamos valores cons-
tantes, representdndolas con letras mayusculas, a
las siete primeras variables y desarrollaremos el
proceso para construir la estrella deseada, tendre-
mos que:

a=Ab=B,c=C d=D,e=E f=Fyg=G

Y el sistema seria el que se propone a
continuacion:

A+D+G=j+i+h
k+j+i=F+C+A
h+F+A=B+D+E
B+C+D=G+j+I

E+G+j=i+F+B
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Que es un sistema lineal de cinco ecuaciones con
cinco incégnitas, cuya solucion es:

h=B+ D+E—A—F,
k=B+C+E—-A—-G,
j=A—E+F
i=A-B+Gy

l=—-A+B+C+D+E-F-G.

Se debe anotar que la solucién se facilita si ubi-
camos los elementos en la estrella magica y en fun-
cion de la igualdad de la suma de elementos por
segmento se encuentra los elementos deseados.

Para comprobar y ademds como una forma de
mostrar la efectividad del proceso, asigharemos
los siguientes valores: A=3,B=5,C=-2,D=0,E
=-4,F=6yG=-3.

Aplicando las igualdades generadas en el siste-
ma tendremos k= -1, h=-8,i=-5,j=13 y 1= -7, con
estos valores construimos la estrella de la Fig. 40.
Se debe anotar que entre las soluciones es posible
que se repitan los valores arbitrariamente asigna-
dos, en ese caso debera cambiar uno o varios de
los valores asignados, hasta que las soluciones sean
Unicas, sin repetirse entre ellas ni repetir ninguno
de los valores seleccionados.

Es visible que esta cumple los requisitos de una
estrella mégica de seis puntas, donde la constante
por segmento es de -1 y consecuentemente la suma
total de los elementos serd -3 y contiene los siete
valores arbitrarios propuestos.

Fig. 40. Estrella Magica constante por segment es -1
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Entonces podremos afirmar que este proceso
es valido y posibilita encontrar una estrella magi-
ca de seis puntas colocando siete valores arbitra-
rios, que no forman serie aritmética alguna y en
funcién de esta construir la estrella.

Sabemos que de esta solucion se generan 48 es-
trellas mégicas, sin embargo si los valores asigna-
dos arbitrariamente deben ubicarse en forma
distinta a las 48, sera necesario replantear el siste-
ma de ecuaciones y proceder con el proceso.

IX. ESTRELLAS MAGICAS DE SEIS PUNTAS
CON NUMEROS QUE NO FORMAN SERIE
ARITMETICA, FIJANDO EL VALOR DE LA
SUMA CONSTANTE DE LOS SEGMENTOS

Para este caso, tendremos un sistema similar al
anterior en el cual se deberd anadir una ecuacién
adicional en la cual se indique la caracteristica de
que los elementos por segmento sumen un valor
constante N.

Tendremos entonces:

atd+g=j+i+h
k+j+i=f+c+a
h+f+a=b+d+e
b+c+d=g+j+1
etg+j=i+f+b
b+c+d+e=N

Donde N es la resultante de sumar los elemen-
tos de un segmento.

En este caso tenemos un sistema de seis
ecuaciones con doce variables (N es un valor asig-
nado), por lo tanto libremente podremos asignar
seis valores a variables libremente, ademas debe-
remos tener en cuenta que esos valores no deben
contradecir el hecho de que los elementos de un
segmento sumaran N, con lo que aseguraremos la
consistencia del sistema, por lo que se tendran dos
posibilidades:

i. La una es que en los seis valores, podremos
incluir cuatro de un mismo segmento, con lo
cual su suma seria el valor de N, como el
caso anterior y mas bien podriamos ingre-
sar libremente el valor de otra variable, como
se ilustra en el ejemplo 11.
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Ejemplo 11. Se desea construir una estrella ma-
gica de seis puntas, segtn el esquema de la Fig. 39,
que contenga los siguientes valores:

a=1,g=-4k=-10,d=12,j=5b=8yN=-1.

Segtin el esquema planteado a, d, g y k forman
un segmento y su suma efectivamente es -1, por
lo que si es posible construir la estrella solicitada
(si no coincidiria la suma, no seria posible cons-
truir la estrella deseada por cuanto dos ecuaciones
serian contradictorias), y ademds una condiciéon
estarfa demaés y la descartariamos, pudiendo asig-
nar libremente un valor a otra variable, el siste-
ma quedaria:

atd+g=j+i+h
k+tj+i=f+c+a
h+f+a=b+d+e
btc+d=g+j+I
e+g+j=i+f+b

A sabiendas de que la sumatoria constante por
segmento es -1, conforme lo solicitado.

Asignaremos a la variable L el valor de 0.
Si colocamos letras maytsculas para las varia-

bles incognitas y mintdsculas para las que hemos
asignado valores, tendriamos el sistema:

C+E=a+g+k—-»>

C=g+j—-b—-d+1
E-I-H=k-g-1
F+C—-I=—-a+k+j
I-H-C=g—h—I

Cuya solucién es:

C=g+j-b-d+],
E=a+k-j+d-],

I=a-b+g
H=b+d-j,
F=k+d-1

Que en el caso del ejemplo tendriamos C=-19,
E=-2,1=-11, H=15y F=2.

La solucién permite construir la estrella magi-
ca de la Fig. 41, donde se observa que estan pre-
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Fig. 41. Estrella Magica resultante

sentes los elementos solicitados, los elementos de
cada segmento suman -1, y todos los elementos
suman -3.

ii. Cuando los elementos a los que se asignan
valores no conforman un segmento com-
pleto y se indica el total de la suma por
segmento, este caso es posible si por seg-
mento, a lo maximo cuenta con dos valo-
res asignados

a+d+g+k=N
d+e+b+c=N
h+f+a+c=N
fH+i+b+I=N
et+g+j+Ii=N
h+i+j+k=N

Este caso genera un sistema, que toma en cuen-
tala suma de los elementos por segmento como se
observa a continuacion:

Que constituye un sistema de 6 ecuaciones con
13 variables, donde podremos asignar arbitraria-
mente 7 valores, es decir el valor de N y seis mas,
por lo expuesto en la nota, colocaremos de forma
que maximo dos de ellos estén en un segmento,
ello es posible si proponemos valores para esqui-
nas opuestas: siguiendo el esquema de la Fig. 39
podriamos asignar valores a los elementos: a, b, i,
Ljyh
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NOTA: si se asignan valores a tres elementos
de un mismo segmento, como se ha fijado el total
por segmento, el cuarto sera facilmente calculable
y se tendrd un caso como el anterior.

Asignaremos maytsculas a las variables incog-
nitas y mindsculas a las que asignamos valores, en
consecuencia tendremos el siguiente sistema:

D+G=n—k—-a
D+E=n—b—-c
F+H=n—-c—a
F+I=n—-b-1
E+G=n—-1l—]j
H+I=n—j—k

Sistema de seis ecuaciones con seis incognitas,
cuya solucion es:

n—a+b+c—-l—-j—k
G = >

5 _n+a—-b-c+k—j—I

2
n—a-—-b—-c+l+j—-k
D=
2
n—a+b—-c+l-j-k
H =
2
I _n+a-b+c—-Il-j—k
a 2

. ~n—a—-b-c-I+j+k
a Z

Ejemplo 12. Construir una estrella magica de
seis puntas que manteniendo la estructura de la
Fig. 39, que contenga los valores de:

b=-5c=-10,a=3,k=7 j=-2,1=6,y que
ademas los elementos de cada segmento sea 10.

Como en cada segmento tinicamente existe dos
valores asignados y conocemos la suma por seg-
mento, aplicamos las formulas expuestas anterior-
mente y tendriamos como resultados:

G=-19/2,E=31/2,D=19/2, H=13/2,1=-3/
2yF=21/2.
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Solucién que permite construir la estrella magi-
ca de seis puntas que se observa en la figura 68. Se
observa que en todos los segmentos los elementos
suman 10, consecuentemente la suma total de los
elementos presentes es 30 y, conforme lo solicita-
do los valores planteados estan en los lugares in-
vocados segtin el esquema.

Fig. 42. Estrella Magica resultante Ejemplo 12

X.ESTRELLAS MAGICAS DE SEIS PUNTAS CON
NUMEROS QUE NO FORMAN SERIE ARITME-
TICA, Y QUE LA SUMA DE SUS VERTICES
SEA IGUAL A LA SUMA DE LOS CORTES

En el contexto en el que nos desarrollamos es
posible proponer una condicién adicional a la es-
trella magica, que obviamente la hace mas intere-
sante, esto es que los elementos de de los vértices
y sumados den el mismo resultado que se obtiene
al sumar los valores de los elementos ubicados en
los cortes.

Siempre en funcién del esquema de la Fig. 39,
planteariamos el siguiente sistema:

Donde la ultima ecuacién especifica la condi-
cion planteada.

atd+g+k=k+j+i+h
E+f+ith=ht+§+etn
ht+f+cta=I1l+j+g+te
l+j+g+e=e+d+c+b
e+td+c+b=b+f+i+l
a+b+h+l+k+e=c+d+g+j+ti+g
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Obviamente que se puede resumir este siste-
ma, ya que encada ecuacion en ambos miembros
estd un mismo elemento, pero igual se tendra un
sistema de seis ecuaciones con doce incégnitas, po-
sibilitando la libertad de asignar valores a seis ele-
mentos cualesquiera y resolver el sistema, que en
ese caso se torna de solucién tnica.

Para mostrar supondremos que asignamos va-
lores (maytsculas) a los elementos: a = A, b
=B,c=C,d=D,e=Eyf=F.loque posibilitara el
siguiente sistema:

j+i+h—g=A+D
k+j+i=F+C+A
l+j+g—h=A+C+F—E
I+j+g=D+C+B
i+!l=E+D+C—F
g-—h+i+j—k—-l=A+B—C—-D+E—F

Procediendo a la resoluciéon del sistema se ten-
dra la siguiente solucion:

_—4a+5b+c+d+Se—4f

G 4

H=-a+b+d-f+e

[_b+c+d+5e—4f

4
] =a+f-e
—b+3c—d—e+4f
K =
4
3d—b+3c-e
sz

Ejemplo 13. Construir una estrella magica de
seis puntas, que, sujetdndose al esquema de la fi-
gura 8, contenga los valores A=5,B=-2,C=3,D
=7,E=-1y F =4, alavez que la suma de los
elementos de los vértices coincida con la suma de
sus cortes:

Aplicando las formulas obtenidas, se obtendran
los resultados:
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G=-41/4,H=-5,1=-13/4,]=10,K=21/4y L=
33/4.

Valores que permiten construir la estrella ma-
gica de la Fig. 43.

Fig. 43. Estrella Méagica resultante Ejemplo 13

Se observa que todos los valores propuestos
estdn ubicados segiin el esquema propuesto, por
segmento los elementos suman 7, por tanto en to-
tal sumaran 21, entonces si los elementos de los
vértices suman igual que los elementos de los cor-
tes, cada uno de esas sumas deberia ser la mitad
del total, en este caso esa adiciéon sera 21/2, lo que
es cumple como se puede observar.

XI. ESTRELLAS MAGICAS DE SEIS PUNTAS
CON NUMEROS QUE NO FORMAN SERIE
ARITMETICA, QUE LA SUMA DE SUS VERTI-
CES SEA IGUAL A LA SUMA DE LOS CORTES
Y QUE LA SUMA DE LOS ELEMENTOS POR
SEGMENTO SEA UN VALOR DADO

Hemos visto ya que en una estrella mégica de
seis puntas el valor de la suma total de elementos
es tres veces el valor de la suma de los elementos
en cada segmento y ademads, sila suma de las pun-
tas es igual a la suma de los elementos de los cor-
tes, estos deberdn sumar la mitad del total, o una
vez y media el valor de la suma por segmento.
Con lo que podremos afirmar que al fijar un va-
lor para el total del segmento, estamos fijando el
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valor de la suma total de los elementos y la suma
de puntas y cortes cuando estos coinciden.

( a+d+g+k=k+j+i+h
k+j+i+th=h+f+c+a
h+f+cta=l+j+g+e

4 I+j+gte=e+d+c+b

etd+c+b=b+f+i+l

b+ctd+e=N

\a+b+h+i+k+te=c+d+g+j+i+yg

Con lo anotado, para este caso tenemos el si-
guiente sistema (siempre basandonos en el esque-
ma de la figura 39.

Donde se observa que el sistema generado es de
7 ecuaciones con 13 variables, lo que posibilita que
podamos arbitrariamente asignar valores a seis va-
riables, debiendo recordar que los elementos de cada
segmento no deben contradecir la condicién de que
los elementos de cada segmento deben sumar N.

Buscando la solucién mas general, asignaremos
valores a las siguientes variables:

N=10,c=C,j=],b=B,k=Kyl=L.

Generando el siguiente sistema a resolver (las
mindsculas son incégnitas y las maytsculas datos).

D+G+A=n-k
D+E=n—-b-c
F+H=n—c—a
F+I=n-b-I
E4+G=n—1—j
H+I=n—-j—k
A-D+E-F—-G-1+H=c+j-b-k-1

Sistema consistente cuya solucién es la siguiente:

N 3N
G_E_l'i'B |=T—B—K—L+C
3N N
E =T—L—B A —E+]—K—B—L+C
F_N'I-K G —N
=7 H—I—]+B+L—C
D_N ek
T
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Se observa que si N es un nimero multiplo de
4, todos los resultados seran enteros.

Ejemplo 14. Construir una estrella magica que
contenga en sus elementos los ntimeros -3, 5, -10,
8, -7, los elementos de cada segmento sumen 12y
sus vértices sumen igual cantidad que sus cortes.

De antemano podemos afirmar que el total de
elementos serd 36, los vértices asi como los cortes
sumaran 18.

Este ejemplo cumple con las condiciones de lo
explicado anteriormente, sujetindonos siempre al
esquema de la Fig. 39, asignaremos por tanto los
valores a las variables de la siguiente forma:

N=12,C=-3,]=5B=-10,K=8yL=-7.

Aplicando las formulas indicadas se tendra
como resultado:

G=-12,1=15E=26,A=17,F=14, H=-16yD=
-1, valores con los cuales se construye la estrella magi-
ca de la Fig. 44, que cumple con todo lo solicitado.

Fig. 44. Estrella Magica resultante Ejemplo 14

XII. ESTRELLAS MAGICAS DE SEIS PUNTAS
CON NUMEROS QUE NO FORMAN SERIE ARIT-
METICA, QUE LA SUMA DE SUS VERTICES SEA

IGUAL A LA SUMA DE LOS CORTES Y A LA

SUMA DE LOS ELEMENTOS POR SEGMENTO

En este caso deberemos recordar que anterior-
mente se indico que si la suma de los elementos los
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vértices de una estrella de seis puntas es igual a la
suma de los elementos del corte, esta suma sera una
vez y media el valor de la suma de los elementos de
cada segmento, en consecuencia, para que esta igual-
dad se de seré suficiente y necesario que los elemen-
tos sumen 0, y esto lo podemos lograr planteando
un ejercicio como el anterior donde N = 0.

Ejemplo 15. Construir una estrella magica que
contenga en sus elementos los nimeros -3, 5, -10,
8, -7, sus vértices sumen igual cantidad que sus
cortes y este valor sea igual a la suma de los ele-
mentos del segmento.

Por tanto asignaremos los siguientes valores a
las variables:

N=0,C=-3,]J=5B=-10,K=8yL=6.

Aplicando las formulas indicadas se tendra
como resultado:

G=-151=-7E=4,A=-2,F=11,H=-6 yD=9.

Fig. 45. Estrella Magica resultante Ejemplo 15

En la Fig. 45 se observa que se han cumplido
todas las condiciones requeridas, la suma de cada
segmento es 0, consecuentemente la suma total tam-
bién es cero, al igual que la suma de los elementos
de los vértices y los elementos de los cortes.

NOTA: Esta claro que por cada soluciéon pre-
sentada, como toda estrella mégica de seis puntas,
existen 47 derivadas.
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En consecuencia se puede anotar que es posible
imponer algunas condiciones mds, de forma que
sean integradas al sistema de ecuaciones, si este es
consistente, podremos encontrar soluciones, que
cumplan lo requerido.

XIII. ESTRELLA MAGICA DE SEIS PUNTAS, IN-
DICANDO EL TOTAL POR SEGMENTO; QUE CO-
INCIDAN LA SUMA DE SUS VERTICES Y LA SUMA
DE SUS CORTES Y QUE ADEMAS COINCIDAN LA
SUMA DE LOS VERTICES DE LOS DOS TRIAN-
GULOS GRANDES QUE FORMAN LA ESTRELLA

Este es un caso derivado, teniendo en cuenta
que al fijar el total por segmento, fijamos también
el total de los elementos (triple) y las suma de vér-
tices (una vez y media), y teniendo como referen-
te el esquema de la Fig. 39, planteamos el sistema:

D+G+A+K=N
D+E+B+C=N
F+H+C+A=N
F+I+B+L=N
E+G+L+/=N
H+I+]J+K=N
A+E+B+K+L+H=D+F+G+I+C+]
\ A+H+K=E+B+L

Sistema de ocho ecuaciones con trece incégni-
tas, por lo que hay libertad de asignar valores a
cinco variables, por condicién de ejercicio fijare-
mos N = n, ademas cuidando que no se presente
contradiccién alguna fijaremos valores para:

i=Lj=],c=Cyd=D.

La ultima ecuacién es la que indica que los
vértices de los tridngulos que forma la estrella
coinciden.

Con lo que se tendré el siguiente sistema, las
mayusculas son incognitas, las letras mintisculas son
datos:

r n—-d=G+A+K
n—d+c=E+B
n—c=F+H+A
n—i=F+B+L
n—j=E+G+1L
H—=t—=f=H+K

A+E+B+K+L+H-F—-G=d+i+c+j

A+H+K=E+B+1L
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Sistema que brinda la solucién:

B i f— <
=171] x G—E—d—c
E_3n K_3n . .
=77 _T_H-C_l
F=n-i-j L=c+d—
B=o—c—d+j
=3¢ =1 ¢ ]

Resultado que puede ser aplicado.

Ejemplo 16. Construir una estrella mégica, don-
de la suma por segmento sea 44, contenga los ele-
mentos c= 20, d= -12, i= 12 y j= -8, coincidan la
suma de vértices con la suma de cortes y ademas
los vértices de los tridngulos grandes suman igual
valor.

Aplicando las formulas obtenidas se tiene como
resultado: A=-7, G = 14, E=41, K=49, F=40, L=-3,
H=-9 y B=-5, que, conforme se observa en la Fig.
46, constituye una estrella magica de seis puntas
que contiene los elementos solicitados, todos sus
segmentos contienen elementos que suman 44,
ademas los vértices de los dos tridngulos grandes
suman 33. En consecuencia la suma total de ele-
mentos es 132 (3x44=132), y los vértices y cortes
suman un valor igual 66 (44x1.5=66).

Fig. 46. Estrella Méagica resultante Ejemplo 16

Nota, si ademés deseamos que coincidan la suma
por segmento, la suma de vértices, la suma de
cortes y la suma de vértices de los tridngulos gran-
des, deberemos tinicamente asignar a N el valor
de cero, y obtener nuevamente resultados, 6 sim-
plemente disminuiremos 11, ya que este es la cuar-
ta parte de 44, sia cada uno de los cuatro elementos
disminuimos 11 en total al segmento se disminuye
44 y se tiene que la suma es cero, que es la condi-
cién planteada, con ella generamos los elementos
de la Fig. 47.

Fig. 47. Estrella Magica resultante Ejemplo 16 - suma cero

Se observa que tanto los elementos de un seg-
mento, la totalidad de los elementos, todos los
vértices, todos los cortes y los vértices de los trian-
gulos grandes suman cero.

Se pueden plantear otras condiciones, mismas
que deben traducirse en ecuaciones del sistema, si
se logra un sistema consistente, podremos hallar
soluciones y en base de estas construir las estrellas
magicas que cumplan con lo requerimientos.
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