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RESUMEN

La actividad de enviar carga al espacio es muy costosa debido a factores como la energia involucrada, la cantidad de
propelente necesario, la velocidad, altitud y empuje requeridos. Por lo tanto se analiza la ventaja en el cambio de
velocidad que genera un cohete de 2 etapas usando la ecuacién basica de la coheterfa, la energia mecdnica involucrada
en una 6rbita y la relacién entre el periodo y la velocidad circular. Finalmente se muestra la importancia de la relacién
empuje-peso en la coheteria y su relacién con el vuelo.

Palabras clave: ecuaciéon cohete ideal, exceso de empuje, impulso especifico, periodo orbital, relacién de masas,
velocidad circular.

ABSTRACT

The activity of sending cargo to space is very expensive due to factors such as the energy involved, the amount of
propellant needed, speed, altitude and thrust. Therefore, the advantage in the change of speed generated by a 2-stage
rocket is analyzed using the ideal rocket equation, the mechanical energy involved in an orbit and the relationship
between the period and the circular velocity. Finally, the importance of the thrust-to- weight ratio in rocketry and its
relation to the flight.

Keywords:ideal rocket equation, excess thrust, specific impulse, orbital period, mass ratio, circular velocity.

I. NOMENCLATURA Qo : aceleracion de la gravedad a nivel
del mar.
T : Thrust o Empuje Texe.  : Exceso de Empuje.
AV : Cambio de velocidad total del cohete. Q : Presion Dindamica
y, : Masa del propelente. Ales : Aceleracion al despegue.
Mest : Masa de la estructura. \Y : velocidad circular
Mearen  + Masa de la carga. Vex : Velocidad de salida de los gases de
EP.  :Energia Potencial. escape productos de la combustion del
E.C.  :Energia Cinética. propelente por la tobera.
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II. INTRODUCCION

I_DS COHETES, esas maquinas asombrosas ca-
paces de llevarnos a las puertas del cosmos ya sea
fisicamente o mediante herramientas de medicién
como telescopios y sondas asi como sirven envian-
do los racimos de satélites tan necesarios en este
siglo de las ciencias de la informacién y las redes,
evolucionan constantemente en disefio y manufac-
tura debido fundamentalmente al elevado costo
energético y monetario que implica poner una masa
x a una altura orbital. Por ello, una de las grandes
y primeras mejoras fue el darse cuenta de la ven-
taja que brinda un cohete que separara parte de la
masa inicial durante parte de la trayectoria, au-
mentando asi el famoso y deseado AV tan necesa-
rio para alcanzar la velocidad orbital que no debe
ser menor a 8km por segundo.

En un cohete de una sola etapa el porcentaje de
masa del propelente para entrar en 6rbita es tan
grande que vuelve inviable enviar siquiera el co-
hete sin carga y limita la calidad estructural de la
maquina pues su masa tiene que ser minima.

III. ;CUANTA ENERGIA SE REQUIERE
PARA PONER UN KILOGRAMO
EN UNA ORBITA DE LEO?

LEO son las siglas para Low Earth Orbit u 6r-
bita baja de la la tierra que es una altitud que com-
prende desde los 180 km hasta los 2000 km [1] sobre
el nivel del mar. Es asi como por ejemplo la ISS
(Estacion Espacial Internacional) orbita entre los
330 y 435 km de altitud.

Supongamos entonces que queremos saber el
costo de poner un kilogramo en la ISS que se en-
cuentra a 420 km, en primer lugar acudimos a la
ecuacion de la energia potencial asi:

E.P. = m*g*h (1)

Donde g es la aceleracion gravitatoria a nivel
del mar, y / es la altitud.

E.P. = (1kg)*(9.873)*(420,000m) 2)

De la ecuacién (2) se deduce que la energia po-
tencial de 1 kg a esa altitud es de aproximadamente
4.11¥10° Jules o 4.11 Mega joules. De igual manera

la masa necesita una velocidad minima para mante-
nerse a esa altitud y no desacelerar hasta tal punto
que por la fuerza gravitatoria de la tierra empiece a
caer de nuevo, ésta velocidad es del orden de 8 kms
y estd relacionada con la energia cinética asi:

E.C.=%*m*V2 (3)
E.C.= 2+ (1kg)  (8+ 10° )2 (4)

De la ecuacion (4) resulta que la energia cinética
de 1 kg es de 32*10° Jules o 32 Mega joules.

Por lo tanto la energia mecénica total de 1 kilo-
gramo, definida como la suma de la energia po-
tencial mas la cinética nos da un estimado de
36.11*1076 o 36 Mega joules.

Por lo que 36 Mega joules es igual a 3.6*107
Watt*segundo que es equivalente a 10 Kilowatts* hora.

Joule

Recordando que Watt es la relaciéon “segundo,

y que un Watt- hora (Wh) es la energia necesaria
para mantener una potencia constante de un Watt
(I W) durante una hora. Sabiendo que en Co-
lombia el costo de 1 Kw*h es en promedio 400
pesos [2], poner un kilogramo a 420 km de alti-
tud tendria un costo aproximado de 4.000 pesos,
si de energia eléctrica hablaramos.

Al sumar el costo energético a los demds costos
asociados al lanzamiento, facilmente el precio to-
tal llega al orden de entre 30 a 60 millones de pe-
sos (10.000 a 20.000 dolares) por kilogramo [3], lo
cual nos lleva un analisis profundo de toda la masa
que compone la maquina, y la ecuacién del cohete
ideal aparece en escena.

IV. ECUACION DEL COHETE IDEAL

Fue desarrollada por el cientifico Ruso Konstan-
tin Tsiolkovsky y usa el principio de la conserva-
cion del momentum aplicado a un volumen de
control que vendria siendo el motor del cohete y
lo relaciona con el maximo cambio de velocidad
del cohete (AV), con la velocidad maxima de los
gases de escape por la tobera () y las masas inicial
y final del cohete. Es ideal pues se asume que el
cohete esta en el espacio o fuera del alcance de una
fuerza gravitacional de consideracion y la tnica
fuerza sobre el cohete es el empuje.
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Esta ecuacion es una de las relaciones maés
fundamentales en toda la astronautica y tiene
implicaciones significativas para los vuelos
espaciales.

Bajo las condiciones antes dadas la tinica fuerza
sobre el cohete es el empuje, definido como:

T= =it Ve (5)

Donde m es el flujo masico o la cantidad de
propelente consumido por segundo, el signo ne-
gativo es por el empuje, contrario a la salida de los
gases de escape.

__dm
T= dt * Vex (6)

Aplicando la segunda ley de Newton que indi-
ca que la sumatoria de fuerzas (F) sobre el cohete
esigual ala masa del mismo por la aceleraciéon que
lleva

F=m*a (7

Al igualar (6) y (7) obtenemos:

dm av
—_— =
or  Vex =m* ®)

Al despejar dV tenemos:
dv = V40 ©)

Ahora integramos a ambos lados, a la izquier-
da respecto a la velocidad y a la derecha respecto
a la masa:

[ av=— [V, 2,

Vi m;
Ya que la velocidad de salida de los gases es

constante, desarrollando las integrales resulta la
relacion:

— mi
AV= Vex *In (m_f (10)

De (10) vemos los términos m;, y my, donde la
masa inicial:

M= Mg 1My + Mearga » (11)
y la masa final m; sera:

Mg = Mes, + Megrga (12)
mf = m;- mp
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Por ende,
My = mj- my (13)

Aplicando la funcién exponencial a ambos
lados de la ecuacién (10) obtenemos la nueva
relacion:

m AV
L — e Vex

my (14)

Todo nos vallevando a la fracciéon de propelente
m

14 . . .
m, que nos indica que porcentaje de la masa total
del cohete debe ser propelente para lograr la velo-
cidad necesaria para llegar al punto dado.

De la ecuacion (14) despejamos miy y el valor
obtenido lo reemplazamos en (13) lo que nos ge-
nera la relacién que buscabamos:

™ _VA_V
- =1]-e Vex (15)
De (15) podemos deducir que la velocidad de
salida de los gases V,, es critica en el desempefio
del cohete y para los de combustible liquido esta
en el rango de ente los 2.000 y 4.500 m/s [4]. La
velocidad requerida por el cohete para entrar a
LEO es de aproximadamente 9000 m/s.

Tomando como ejemplo un cohete cuya V,, sea
de 4000 m/s apelando a la ecuacion (15) hallamos
que porcentaje de la masa total debe ser propelente
para llegar a la 6rbita asi:

9000
m —_
P _ 1- e 4000
m;

Dando como resultado que el 89% de la masa
deberia ser propelente y el 11% restante queda
para la estructura y carga lo cual deja extremada-
mente poco margen para disefar la maquina.
Aumentando V,, dicha relacién mejora dando ma-
yor gabela para la masa de la estructura y carga
del cohete, pero a simple vista se ve que se necesi-
ta hacer algo mejor.

V. COHETE MULTIETAPA

De la ecuacién del cohete ideal se puede ver
que se requiere un gran cambio en la velocidad
(AV) para alcanzar la ¢6rbita y para ello gran parte
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de la masa del mismo debe ser propelente, tanto
que no es realista concebir un cohete de una sola
etapa que deje menos del 15% del total de la masa
para carga y la estructura.

En un cohete de varias etapas, una vez que se
consume el propelente en la primera etapa, la es-
tructura de la primera etapa se descarta, y el cohe-
te contintia avanzando con el propelente de la
segunda etapa y asi segtin el nimero de etapas que
tenga. Este procedimiento nos da un aumento sig-
nificativo en el deseado cambio de velocidad (AV).

En la actualidad no se usan cohetes con més de
2 etapas para las misiones como los Falcon 9 de
spacex [5] debido a que aumenta la probabilidad
de falla en la separacion y la probabilidad de fa-
llos en el encendido de los motores de las distin-
tas etapas. Fig. 1.

Para ver claramente la ganancia en AV, se com-
paran 2 cohetes que salen de la plataforma de lan-
zamiento con la misma masa inicial, uno con una
sola etapa y el otro con 2 etapas.

A. AV Obtenido en un Cohete de una Etapa

Consideremos un cohete cuyo Impulso Especi-
fico (Isp) es de 450 s, cuya masa inicial es de 115

Fig. 1. Separacion de la primera etapa del cohete Apolo 11

quien llegaria hasta la luna. (fuente: NASA]

Toneladas repartidas asi: Una carga de 5 tonela-
das, una masa estructural (incluidos los motores)
de 10 toneladas y 100 toneladas de combustible.
(Cuanto AV puede obtenerse si se quema todo el
combustible en una sola etapa?

Primero necesitamos la V,, definida como:

Vex=Isp* go (16)
Reemplazando,

Vey =4505*9.8 m/s =4410 m/s. Que es una ve-
locidad muy alta muestra que es un cohete de los
mas potentes.

Ya con la velocidad de escape de los gases de
combustién, acudimos a las ecuaciones (11), (12) y
(10) para hallar AV:

M= Mg TMpy + Megrga

m;= 10 Ton+100 Ton+5 Ton.
mf= mes.+ mcarga

ms= 10Ton + 5Ton

17
AV=4410 m/s*In (=) 17)

El AV para este cohete que nos da la ecuaciéon
(17) con las condiciones iniciales es de aproxima-
damente AV=8983my/s.

B. AV Obtenido en un Cohete de 2 Etapas

Supongamos que un cohete con la misma masa
a la del ejemplo A, lo dividimos en 2 etapas igua-
les quiere decir que cada etapa tiene la mitad del
propelente original y la masa de la estructura ori-
ginal, se divide en dos, siendo la misma para am-
bas etapas.

Primero hallamos el AVq de la primera etapa

teniendo mucho cuidado con la divisién en las
masas del cohete.

AVi=  Vertin (o), (18)
Doénde:

milzmes.1+mp1.+ mes.2+mp2. + mcargaa
m;; = (5Ton)+ (50Ton)+ (STon)+ (S0Ton)+ (5Ton) = 115 Ton
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La masa final 1 serd la inicial 1 menos la masa
del propelente 1

meg= (5Ton)+ (5Ton)+ (50Ton)+ (5Ton) =
1= (5Ton)+ (5Ton)+ ( )+ (5Ton)
65,000 kg o 65 Toneladas.

Con las masas halladas, reemplazamos en (18) y
se obtiene un AVq de aproximadamente 2,516 m/s.

Ahora hallamos el AV; de la segunda etapa te-
niendo en cuenta el manejo de las masas del cohe-
te en este periodo.

M= Mes 2t Mpz. + Megrgas

19
m;;= 5000 kg+50000 kg + 5000kg (19)

Dando un total de m;, 60000 kg o 60 toneladas.
Notese que en la masa inicial 2 ya se liber6 la masa
estructural de la primera etapa y se consumio el
propelente de esta.

Siguiendo el procedimiento vemos que la masa
final de la etapa 2 _mp seré:

mf2 =Mes2 t mcarga: (20)
ms, =5 Tont+5 Ton= 10 Ton.

Con las masas iniciales y final de éste periodo
de vuelo, el cambio en la velocidad de esta segun-
da etapa seré de:

miz

Vex *In (—), (1)

mf2

AV,=

Déandonos un AVt_de 7910 m/s, El dltimo paso
es hallar el cambio de velocidad total A sumando
los resultados obtenidos:

AVT = AVl + AVZ
AVy = 2516 m/s + 7910 m/s= 10426 m/s.  (22)

Combinando (18) y (21) obtenemos la siguiente
relaciéon compacta para hallar el cambio de veloci-
dad total:

Miz* Miq

— ¢
AVr VexIn ( — ), (23)

Es asi como vemos que en dos cohetes con la
misma masa inicial pero uno con dos etapas y el
otro solo con una, los cambios de velocidad entre
ambos es considerable siendo en el de una etapa
de AV de 8983m/s; mientras que el de dos etapas
logra un AVt de 10426 m/s. Por lo que ésta técnica
genera un aumento del cambio de velocidad de

Rev. Ingenieria, Matemdticas y Ciencias de la Informacion
Vol. 4 / Num. 8 / julio-diciembre de 2017; pdg.13-18

DANIEL JESUS MARTINEZ CALDERON

1443 m/s evidenciando la ventaja para mandar
carga a mayores altitudes de una forma mas efi-
ciente.

V1. EFECTOS DE LA GRAVEDAD
Y LA RESISTENCIA ATMOSFERICA
DURANTE EL LANZAMIENTO

La ecuacion del cohete ideal se derivé toman-
do como referencia un lanzamiento desde el
espacio, sin embargo, los cohetes salen desde pla-
taformas aqui en la tierra la cual tiene una atmosfera
y un campo gravitacional que se debe atravesar,
durante el proceso la nave entra a una velocidad
supersonica con las correspondientes ondas de
choque hasta llegar al punto de Max Q [6], donde
la integridad de la estructura general es mas
vulnerable.

Al despegar de una superficie planetaria, no solo
la velocidad de salida de los gases V,, es impor-
tante, el equilibrio entre el empuje y el peso es enor-
memente relevante, el termino exceso de empuje
al despegue definido como el empuje maximo me-
nos el peso inicial debe ser un ntimero positivo.
Por ejemplo, el Saturno V famoso por sus misiones
a la luna, cuyo peso al despegue era de 6.4 millo-
nes de libras tenia un empuje total con sus 5 moto-
res F1 de 7.5 millones de libras. Lo que nos da un
exceso de empuje Ty,

Texc = Empuje Total - Peso al despege

Toxe=7.5-6.4=1.1millones de libras es el exce-
so de empuje, con este dato podemos hallar la ace-
leracién inicial al despegue asi:

Texc. _ 2:
Peso inicial 6.4 0.17g por lo que al des-

Ades.=
pegar se podia apreciar la poca velocidad que to-
maba durante sus primeros segundos de vuelo.
Algunos cohetes tienen una relacion empuje peso

de hasta 180.

VII. ;QUE SIGNIFICA ENTRAR
EN LA ORBITA TERRESTRE?

Una orbita es la trayectoria repetitiva que des-
cribe un objeto en el espacio a causa de la fuerza
gravitatoria combinada de los cuerpos [7], las prin-
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cipales son las elipticas como las del sistema solar
o las circulares como las que tienen los satélites
alrededor de la tierra. Para hablar de drbitas te-
rrestres necesitamos la relacion entre la gravedad,
las masas de los cuerpos y la distancia entre ellos,
para eso usamos la teoria gravitacional de Newton.

_ G*Ml*mz

F:qrav = (24)

R2

Donde G es la constante gravitacional, M; es la
masa de la tierra, m; la masa del cuerpo que orbita
y R la distacia entre el centro de la tierra hasta el
centro del objeto orbitante.

Para hallar la aceleraciéon y velocidad del cuer-
po que orbita procedemos a reorganizar (24):
Fgrav G+My

=7 bpero la aceleracion es centripeta por lo cual
ma

Fgrav — V_Z (25)

my R

Donde V2 es la velocidad circular al cuadrado.
Alreemplazar (25) en (24) obtenemos la velocidad
circular que buscdbamos:

174 2

G+Mq
= (26)
La ecuacion (26) meuestra que la velocidad cir-
cular depende de la masa terrestre y la distancia
entre los cuerpos, es decir que 2 objetos con masas
distintas pero a la misma distancia de la tierra, ten-
dran la misma velocidad circular.

Finalmente con la velocidad circular podemos
hallar el periodo orbital P definido como:
27+ R _ 4xm?+R3

- 2
P==—opP"= G*M, (27)

El periodo orbital para LEO es de 90 minutos,
para GEO (Orbita Geoestacionaria) es de 24 horas
muy usada por compaiiias de television satelital.

VIII. CONCLUSIONES

Entrar en 6rbita quiere decir que la tnica fuer-
za que acttia sobre el cuerpo es la fuerza gravi-
tacional por lo que esté en la llamada caida libre
eterna alrededor del cuerpo masivo.

Enviar carga a distintas orbitas tiene grandes
costos, un solo kilogramo de masa tiene una ener-

gia mecénica de aproximadamente 36 Mega joules
a una altura de 400km y a 8km/s; asi mismo la
cantidad de propelente necesario para lograr es-
tos numeros es bastante alta. Por ello un cohete
de 2 etapas que da un aumento significativo de ?V
o cambio total de velocidad del cohete, es necesa-
rio para llevar carga ala altitud deseada y obte-
ner una ganancia por esa actividad.

Al revisar la ecuacion ideal del cohete se apre-
cia que al incrementar la velocidad de salida de
los gases producto de la combustién es decisivo
para el desempeiio del motor cohete. Entender que
el exceso de empuje es vital para superar la densi-
dad de la atmosfera y el campo gravitacional te-
rrestre, siendo el empuje una fuerza importante
no solo para acelerar la nave sino también para
desacelerar y poder aterrizar o realizar ajustes
durante la trayectoria trazada.
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