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Entre las relaciones matematicas curiosas, se tiene las estrellas mdgicas, que consiste en estructuras geométricas, con
la forma de estrellas, con nimeros ubicados en los puntos de corte de los lados, y cuya suma por segmento es constante.
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ABSTRACT

Among the curious mathematical relations have magical stars, which consists of geometric structures in the shape of
stars, with numbers located on the cutoffs of the sides, and whose sum per segment is constant.

Keywords: stars, structures, equations, linear.

I. INTRODUCCION

Estrerias macicas de cinco puntas [1], para en-
tender esta definicién, primero debemos explicar
los elementos que se identifican en una estrella, se
puede observar en la Fig.1.

VERTICE

SEGMENTO

VERTICE VERTICE

Fig. 1. Estrella de cinco puntas.

En la Fig. 1 tenemos una estrella de cinco pun-
tas y se puede ver claramente lo que llamaremos,
vértices, que son los cortes en los extremos de dos
lados, coincidiendo con lo que comtinmente se co-
nocen como puntas de las estrellas. Corte define al
punto de interseccion entre dos lados en ubicacio-
nes intermedias de los extremos. Segmento en
cambio es la recta que une dos vértices. Consecuen-
temente cada segmento contiene cuatro puntos,
dos vértices y dos cortes, Ademads se puede obser-
var que una estrella de cinco puntas, esta consti-
tuida por cinco segmentos, y todas ellas se cortan
en algtn punto, ya sea vértice o corte [2-4].

En la Fig. 2 se observan todos los elementos
que son parte de una estrella de cinco puntas, se
tienen cinco vértices y cinco cortes, lo que da
diez puntos. Es en esos diez puntos donde se
deberan ubicar los valores que cumplan las di-
versas condiciones [5].
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2 b

Fig. 2. Estrella con elementos.

En la Fig. 3, se observa las distintas relaciones
que existen entre vértices, Cortes y segmentos.

Fig. 3. Estrella con segmentos.

Se observa claramente que:

1) El segmento 1 contiene V5, C5, Cly V2.
2) El segmento 2 contiene V1, C1, C2y V3.
3) El segmento 3 contiene V2, C2, C3y V4.
4) El segmento 4 contiene V3, C3, C4y V5.
5) El segmento 5 contiene V4, C4, C5y V1.

Tomando en cuenta las relaciones expuestas de
la Fig. 2 se tiene que:

1) El segmento 1 contiene los puntos i, j, by c.
2) El segmento 2 contiene los puntos a, b, d y e.
3) El segmento 3 contiene los puntos g, f, d y c.
4) El segmento 4 contiene los puntos i, h, fy e.
5) El segmento 5 contiene los puntos g, h,jy a.

II. PROPIEDADES
DE LAS ESTRELLAS MAGICAS

Basdndonos en la definicion de estrellas magi-
cas se tiene que las condiciones a las que la misma
debe sujetarse genera el siguiente sistema de
ecuaciones:

i+tj+b+c=a+b+d+e
itj+b+c=g+f+d+c
itj+b+tc=i+h+f+e
i+tj+tb+c=g+h+j+a

Sistema de ecuaciones 1)
Que se reduce al siguiente:

itj+tc=a+d+e
itj+b=g+f+d
jtb+c=h+f+e
itb+c=g+h+a

Sistema de ecuaciones (2

Donde tenemos un sistema de cuatro ecuacio-
nes con diez incégnitas, cuya resolucion es posible
si ingresamos seis condiciones o valores.

Lo que tedricamente posibilita que ingrese seis
valores y busque los demas.

A. Caso 1. Soluciones con niimeros consecutivos

Trataremos de construir una estrella magica con
numeros del 1 al 10. Lo primero que deberemos
calcular es cuanto deben sumar los elementos en
cada uno de los segmentos, para ello, sabemos que
la suma de los diez primeros nameros es 55, y ade-
mas sabemos que cada ntimero esta presente en
dos segmentos por lo que el total de las sumas en
los cinco segmentos sera 110, como ademés, tene-
mos cinco segmentos, cuyos elementos deben su-
mar un valor constante, en consecuencia cada
segmento debe contener cuatro elementos cuya
suma sera siempre 22.

A continuacién indicaremos todas las posibles
muestras de cuatro elementos de enteros entre 1y
10, cuya suma total es 22.

(1,2,9,10), (1,3,8,10), (1,4,7,10), (1,4,8,9),
(1,5,6,10), (1,5,7,9), (1,6,7,8), (2,3,7,10), (2,3,8,9),
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(2,4,6,10), (2,4,7,9), (2,5,6,9), (2,5,7,8), (3,4,5,10),
(3,4,6,9), (3,4,7,8),(3,5,6,8), (4,5,6,7).

Para lograr el objetivo planteado, deberemos
seleccionar cinco de estos, de tal forma que cada
namero debe estar presente en dos de ellos, in-
tentamos pero no es posible. Como ejemplo to-
memos el cuarteto (1,2,9,10), el siguiente debe ser
uno en el cual coincida tnicamente un elemento,
cumple el (1,6.7.8), coincidiendo el 1. El tercer
cuarteto seleccionado debe no contener el 1y
ademas incluir un elemento de cada uno de los
dos, que sean distintos del 1, y los demas deben
diferir de los otros dos de los cuartetos seleccio-
nado, escogemos (3,4,6,9), que coincide con el
primero en el 9, con el segundo tienen en comun
el 6, y no tiene ni 1, ni 2 ni de 10 que estén en el
primero, ni 7, ni 8 que estdn en el segundo. El
siguiente cuarteto, el cuarto debe contener uno
de los elementos del primero, segundo y tercero,
que autn no sean coincidentes, para a continua-
cion ubicar el elemento que debe ser nuevo y cuya
suma debe ser 22:

1) Si tomamos 2,7,3, el cuarto elemento debe-
ria ser 10 que no es nuevo.

2) Sitomamos 2,7,4, el cuarto elemento es 9 que
Nno es nuevo.

3) Sitomamos 2,8,3, el cuarto elemento es 9 que
Nno es nuevo.

4) Sitomamos 2,8,4, el cuarto elemento es 8 que
Nno es nuevo.

5) Si tomamos 10,7,3, el cuarto elemento es 2
que no es nuevo.

6) Sitomamos 10,74 el cuarto elemento es 1 que
Nno es nuevo.

7) Si tomamos 10,8,3, el cuarto elemento es 1
que no es nuevo, y,

8) Si tomamos 10,8,4, la suma ya es 22, no hay
posible cuarto elemento.

Por tanto no es posible construir la estrella ma-
gica con ese tercer cuarteto, no existen otros cuar-
tetos que puedan cumplir como terceros y no existe
otro que cumpla para ser segundo. Se podria pen-
sar que no se construya en funcion del 1 sino del 2
y tendriamos:

1) 1° cuarteto (1,2,9,10)
2) 2% cuarteto (2, 5,7,8)
3) 3% cuarteto (3,4,5,10)
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Para el cuarto, los que se repiten ya son 2,5y
10, entonces podemos tomar:

1) 1,7,3, el cuarto seria 11, que no es elemento.
2) 1,74, el cuarto seria 10, que no es nuevo.
3) 1,8,3, el cuarto seria 10, que no es entero.
4) 1,8,4, el cuarto serfa 9, que no es nuevo.

5) 2,7,3, el cuarto seria 10, que no es nuevo.

6) 2,74, el cuarto seria 9, que no es nuevo.

7) 2,8,3, el cuarto serfa 9, que no es entero.

8) 2,8,4, el cuarto seria 8, que no es nuevo.

Por tanto tampoco es posible. Si intentamos
construir en funcion del 6 tendriamos:

1) 1° cuarteto (1,6,7,8)
2) 2% cuarteto (3,4,6,9)
3) 3% cuarteto (1,2,9,10)

Para el cuarto, los que se repiten yason1,6 y 9,
entonces podemos tomar:

) 7,3,2 el cuarto seria 10, que no es nuevo.
) 7,3,10, el cuarto seria 2, que no es nuevo.
) 7,4,2, el cuarto serfa 9, que no es entero.

) 7,4,10 el cuarto seria 1, que no es nuevo.
) 8,3,2 el cuarto serfa 9, que no es nuevo.

) 8,3,10 el cuarto serfa 1, que no es nuevo.
)
)

Con lo que observa que tampoco asi es posible,
asi podemos intentar varias veces y no podremos
construir la estrella méagica deseada, lo que lleva a
afirmar que No es posible construir una estrella
magica con los nimeros naturales del 1 al 10.

En consecuencia de lo anterior se puede afir-
mar que: no es posible construir una estrella
magica con los numeros consecutivos ni con los
multiplos sucesivos de cualquier namero.

B. Caso 2. Construccion de estrellas magicas en
funcion de una variable

En este caso lo que intentaremos sera obtener
los distintos elementos a partir o en funcién de
una variable. Esto es posible si tomamos en cuenta
las caracteristicas de estrella magica, esto es que
todos las sumatorias de los elementos en cada
segmente brinda un resultado tnico, y partiendo
de un elemento, construimos los demaés, debiendo
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ubicarse el ultimo elemento que debe satisfacer la
condicién de igualdad para los dos segmentos al
que pertenece, cuyos resultados deben darme una
ecuacion soluble, no una contradiccion, de ser una
contradiccién, esa estrella magica no es posible, de
obtenerse una identidad significaria que existe una
estrella por cada valor asignado a la variable y si
se tiene un ecuacion soluble, la respuesta de la ecua-
cion es el valor que hace que sea posible construir
la ESTRELLA MAGICA.

9 3+1 2H+1

IX+4 A 2X+4
IH+3
H+3

X-5 X-6

Fig. 4. Estrella en funcién de una variable.

Ejemplo 1. En este caso iniciamos ubicando la
variable X en un vértice, luego en el corte ubica-
mos X+1, en el siguiente corte ubicamos 2X+1y en
el otro vértice de ese segmento ubicamos 2X-1, ob-
teniendo el total del segmento de 6X+1, coloca-
mos otros vértices y cortes, cuidando que sean
distintos entre si y que guarden la relaciéon de que
su sumatoria sea constante, asi hasta llegar al alti-
mo elemento, en este caso un corte, que segl’m el
un segmento debe ser 3X+4 y segtin el otro al que
pertenece 3X+3. Si igualamos estos dos valores te-
nemos la igualdad: 3X+3 =3X+4, lo que es una con-
tradiccion, en consecuencia no es posible construir
una estrella magica con esos valores.

En otros casos tendremos que el valor obteni-
do, repite alguno de los asignados, tampoco se
podra crear esa estrella.

NOTA: El orden de asignar los valores es arbi-
traria y personal, lo que se siguiere es primero lle-
nar un segmento para obtener la constante de la
suma, luego ubicar los siguientes valores hasta que
una relacion de igualdad en un elemento genere
una ecuacion soluble, cuyo resultado permite cons-
truir la ESTRELLA MAGICA.

il X
2%-10 oo H
Fig. 5. Estrella con total del segmento de 6BX+1.

Ejemplo 2. Se tiene la siguiente estructura, don-
de se observa que los elementos de todos los seg-
mentos suman 6X, de ello se desprende la siguiente
igualdad 2X - 4 = 10, que brinda como solucién
cuando X=7, que remplazando permite construir
la siguiente estrella magica de cinco puntas: Don-
de todos los segmentos suman 42.

i3

10 11

19

6

Fig. 6. Estrella con todos los segmentos que suman 42.

Ejemplo 3. Aqui construimos una estructura
cuya constante de suma es 2X+5, la igualdad se
genera en un vértice.

De donde se tiene en vértice 4, de los resulta-
dos de los segmentos a los que estos representan
X+4=-X+3, cuyasolucién es X =-0.5, conlo cual
tenemos la estrella mégica de la Fig. 7. La constan-
te de suma en los segmentos es 4.
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Fig. 7. Estrella con constante de suma 4.

NOTA: Por simple analisis se puede decir que
si a todos los elementos de una estrella magica le
sumamos un valor constante o le multiplicamos por
un valor constante, su respectivos resultados ge-
neran también una estrella magica.

3.5 1.5

Fig. 8. Resulado Estrella con constante de suma 4.

Asi si a la estrella de la Fig. 8, multiplicamos
cada elemento por 2 y sumamos 6 tendremos:

e ]

Fig. 9. Estrella con cada elemento multiplicado.
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Donde la constante de suma es 32. Ya que ini-
cialmente sumaba 4 al multiplicar por 2 tendria-
mos 8y luego sumamos 6 a cada elemente, es decir
sumamos 24 a cada segmento, lo que me da un
aumento total de 32 por segmento.

También si sumamos los elementos respectivos
de dos estrellas magicas, el resultado es otra estre-
lla mégica, donde la constante de suma en sus seg-
mentos es el resultado de sumar las dos constantes
de sumas de las dos primeras estrellas mégicas.

Sumemos las estrellas magicas de la Fig. 8 y la Fig.
9, tendremos el resultado presentado en la Fig. 10.

Fig. 10. Estrella suma de Fig. 8 y Fig. 9.

Cuya constante de suma, que es 36 es el resul-
tado de sumar la constante de suma de la Fig. 8,
que es 4, mas la constante de la figura 9 que es 32.

Si deseamos que los elementos sean todos posi-
tivos y enteros, deberiamos multiplicarlos por 2 y
sumar 4, y tendriamos una estrella mégica con cons-
tante de suma 88.

34

57 22

Fig. 11. Estrella con elementos enteros.
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III. DERIVADAS DE UNA ESTRELLA
DE CINCO PUNTAS

Al tener ya construida una estrella mégica, se
pueden generar otras con una reubicacion de los
elementos, obviamente que se mantendra los ele-
mentos de cada segmento, pudiendo cambiarse
entre vértices y cortes. Un proceso sencillo es fijar
un vértice, dos segmentos parten de ese punto y

los tres se cortan con estos en distintas secciones,
tomamos de estos tres segmentos los pares que
cortan con los dos fijos y permutamos entre estos,
eso me da 6 estrellas magicas en cada caso, ade-
mas a cada estrella magica se le puede construir su
simétrica, que obtiene inicamente girando ciento
ochenta grados la estrella. Con lo indicado, fijan-
do un vértice se puede generar 12 estrellas magi-
cas, como se observa en la Fig. 12.

Cgso Xt

Fig. 12. Doce estrellas magicas.
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En estos doce casos se tienen todas las posibles
variaciones, debiendo indicar que para cada uno
de ellos se puede generar otro simétrico, con lo
cual tendriamos que con los mismos elementos es
posible generar 24 estrellas magicas.

Este resultado coincide ademés con el nimero de
permutaciones de las cuatro combinaciones que se
relacionan con otra combinacién fija, ya que 4! = 24,
obviamente en este calculo estardn las simétricas.
Ademas teniendo en cuenta las posibles rotaciones
en total tendremos 120 estrellas mégicas o las
permutaciones de las cinco combinaciones (5! =120).

A. Caso 3. Construccién de estrellas mdgicas de
cinco puntas con dos variables

Este proceso, brinda una gama mayor de res-
puestas, si bien se sujete a los mismos lineamientos,
sus resultados ya no son tinicos, son determina-
dos mas bien por relaciones lineales entre las dos
variables, cuyos resultados son infinitos pares, lo
que aqui se deberd cuidar mas bien es que al asig-
nar los valores, estos sean inicos.

Ejemplo 4. Iniciamos construyendo esta estre-
lla magica ubicando en un vértice la variable X y
en un corte aledafio, la variable Y, luego ubicamos
valores, en funcion de las variables en los distin-
tos elementos, de tal forma que la sumatoria cons-
tante sea 3X + 3Y, para el ultimo elemento,
obtenemos dos posibles resultados, 2Y-1, segtn el
un segmento y X+Y-1, segtin el otro segmento.
Cumpliendo la condicién de igualdad se tendra que:

2Y -1=X+Y -1, que se simplifica a: X=Y, condi-
cién que muestra que este caso irrespeta la unici-
dad de los elementos, por tanto este caso no genera
estrella magica alguna.

e [

2X+1

X1 2v-2

Fig. 13. Estrella méagica con dos variables.
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Ejemplo 5. Siguiendo el mismo orden anterior,
construimos la siguiente estrella mégica, a nivel de
variables, de aqui se obtiene la relacion; 2Y - 5 =X
+Y +3, Que se simplificaa: Y - X =8. Aqui tenemos
entonces una relacion lineal entre X e Y.

2x+2 -2

Fig. 14. Estrella - Relacién lineal.

Son infinitas las duplas que cumplen esta rela-
cion, ponemos indicar algunas de ellas, tomando
Unicamente valores enteros, aun que se puede to-
mar en cualquier conjunto de nimeros donde se
cumpla la igualdad: (-3,5), (-2,6), (-1,7), (0,8), (1,9),
(2.10), (3,11), etc.

Lo que a continuacién debemos ver es si
remplazando los valores de estas duplas en cada
elemento propuesto, se da la unicidad.

Veamos por ejemplo cuando X =-3eY =5.

Se observa en la Fig. 15 que se repiten dos -4 y
dos 5, por tanto debemos intentar con otra dupla.

x g E_

Fig. 15. Estrella - Reemplazando valores.
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Tomamos otros valores X =2, Y =10, con los
cuales tendriamos la siguiente estrella:

Lr’ I Figuralg _137

Fig. 16. Estrella - X =2, Y = 10.

De la Fig. 16 se observa que la sumatoria cons-
tante es 36 y ademds cada elemento esta presente
una sola vez, por tanto esta si es una Estrella Ma-
gica, y podremos derivar otras respectivas.

B. Caso 4. Construcciéon de estrellas magicas de
cinco puntas con tres variables

Proponemos esto, como una generalizaciéon
de lo expuesto, en este caso intentaremos cons-
truir estrellas magicas basandonos en tres varia-
bles, X, Y e Z, para este caso. Asignando valores
tendriamos:

d+Y=-2X+4

“2Z+ Y+ X+3

Fig. 17. Estrella méagica con tres variables.

Ejemplo 6. Iniciamos construyendo esta es-
trella magica ubicando en tres vértices las varia-
bles X, Y e Z, en los cortes aledafio, ubicamos 3 y
4, lo que posibilita que sobre un eje encontremos
X+ Z +7, como la constante de suma, en los otros
vértices ubicamos X + 3 y Z + 4, en los dos vérti-
ces ubicamos Z- Y e X - Y, que cumple la constan-
te de suma quedando pendiente un el ultimo
corte, que como forma parte de dos segmentos,
debe ser igual a Z + Y- 2X + 4 para formar parte
del primer segmento y -2Z + Y + X +3, por ser
parte del otro segmento. Con lo que tendriamos
la siguiente igualdad:

Z+Y-2X+4=-2Z+Y + X +3, que simplifican-
dose tiene Z = (-1 + 3X) /3. O lo que es lo mismo: Z
=X-1/3.

N

Fig. 18. Estrella méagica valores enteros.

| 17/3 I
Fig. 19. Estrella méagica 32/3.
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Fig. 20. Estrella sumar 14 de la Fig. 18.

Asi podremos asignar valores a X, Y, Z que se
sujeten a esa relacion, se observa que la relacion es
entre X y Z, por tanto Y se puede asignar arbitra-
riamente, asi vamos a asignar los valores siguien-
tes: X=2,Y=6,yZ=5/3.

Con lo cual podemos construir la Fig.17, que
satisface las condiciones de estrella magica, aun que
estén presentes valores negativos y fraccionarios,
si multiplicamos todos los valores por tres, ten-
dremos la Fig. 18, con valores enteros, y si ademas
sumamos 14 a todos los valores, tendremos la
Fig.20, esta claro que cambiara la constante
sumatoria, enla Fig. 19 es 32/3, enla Fig.18 es 32y
en la Fig. 20 es 88.

C. Caso 5. Construccion de estrellas magicas de
cinco puntas con cuatro variables

Ejemplo 7. Para este caso fijaremos cuatro va-
riables X, Y, Z y W, en cuatro vértices, como se
observa en la Fig. 21, en cortes entre X e Y, ubica-
mos la constante 2, entre Y y Z, ubicamos la cons-
tante 4, ademas entre los vértices W y el no
asignado, ubicamos la constante 5, teniendo como
constante de suma el valor de X + Z + 6, obligando
ubicar X +Z - W -Y + 2, enel corteentre Zy W,
ademaés de deberd ubicar -Z + W +Y -1, en el
vértice que no tiene valor, concluyendo que el ul-
timo vértice, en funciéon de la constante de la suma
tendremos los dos valores, por un lado: X - W -
2Y +2Z + 5,y por otro -W + Z + 1, en funcion de
las igualdades que deben darse en los segmentos:

Por tanto tenemos la igualdad X-W-2Y+2Z+5 =
-W+Z+1
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Queseresumea: Z + X -2Y +4=0.

X+ Z-W-Y+2

Y 4
W
2 5
| X ‘ SZ+W4Y-L

F-W-2Y+ 2245

W+2+1

Fig. 21. Estrella magica de 4 variables.

Esta relacion se da entre las variables X, Y e Z,
posibilitando que W sea asignado arbitrariamen-
te. Con lo indicado asignamos los siguientes valo-
res:Z=0,X=-6,Y=-1y W=55.

Se observa que la sumatoria por segmento sera
0, y se construye la Fig. 22, que tiene valores rea-
les y negativos, si deseamos una estrella magica
con valores positivos y enteros, multiplicaremos
cada elemento por 2 y sumando 18, obteniéndose
la Fig. 23, cuya constante de suma por segmento
serd 72.

Fig. 22. Estrella mégica valores reales y negativos.
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Fig. 23. Estrella magica multiplicando por 2 y sumando 18.

Esta claro que tanto las estrellas expuestas no
son Unicas en ninguna caso, aqui lo que expone
es simplemente una forma de construirlas, sa-
biendo también que para cada una existen las 12
derivadas.

D. Caso 6. Construccién de estrellas magicas con
cinco variables

El procedimiento es similar a los anteriores, y
las limitaciones también, propondremos un caso
donde ubicaremos las variables en las puntas de
las estrellas, las variables a utilizarse serdn: X, Y,
7, W, U, resultando el siguiente ejemplo:

Ejemplo 8. En la Fig. 24, se establece los valo-
res para cada uno de los elementos en funcién de
las variables; X, Y, Z, W, y U:

Se tiene que la constante por cada segmento es
X+Y+Z+U+2, Donde en uno de los puntos de corte
se tiene la igualdad:

-X-W+U+Z+Y+1=W+2Y-27Z+1 Que se reduce a:
X-2W+U+3Z+1=0

Es decir, esa es la relaciéon que posibilita crear
una estrella magica con cinco variables. Para mos-
trar lo indicado, asignaremos a las variables, los
siguientes valores: X= -2, Y=-48, Z= -4, W=7y

=-24.

DE LA INFORMACION

Y
2Z+Y+U+1
X [ 241 |
4
l X+1 -ZHY+U+1
| W
q I
U
W U+ Z+Y+1 r —
| / | Figuro 26
W+2Y-2Z2+ 1

Fig. 24. Estrella magica con cinco variables.

Fig. 25. Estrella magica suma de segmento 76.

Con estos valores, la constante de suma por
segmento serd -76, y tendremos la estrella magica
representada en la Fig. 25, y si deseamos que to-
dos los valores sean positivos, sumaremos a cada
elemento la cantidad de 81, logrando una estrella
magica cuya constante es 248, como se observa en
la Fig. 26.
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Fig. 26. Estrella magica constante 248.

E. Caso 7. Construccién de estrellas magicas con
seis variables

El procedimiento es similar a los anteriores, y
las limitaciones también, es decir deberemos bus-
car nameros diferentes que hagan que los elemen-
tos de cada segmento sumen una constante, en este
caso ubicaremos ademés de en las puntas de las
estrellas, donde ubicaremos: X, Y, Z, Wy U, en un
corte ubicaremos la variable T como se observa en
el ejemplo siguiente:

Ejemplo 9. En la Fig. 27, se establece los valo-
res para cada uno de los elementos en funcién de
las variables; X, Y, Z, W, Uy T:

Construyendo de esa manera se establece que
la constante de sumatoria por segmentos es:
T+U+W+Y+1, obteniéndose ademés como condi-
cion para la construccion de este tipo de estrellas
se obtiene: -X+Z+W-U=-Y+Z+X+!,

Que se reduce a: -2X+Y+W-U-1=0.

Obviamente que existen infinitas posibilidades
de combinaciones de valores que cumplen la igual-
dad estipulada, proponemos la siguiente: T=0, U=5,
W=6, X=2,Y=4,7=8,

Que cumple la condicién, debiendo indicar
que Zy T, pueden tomar cualquier valor, ya que
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‘ SHZHW-U

—

| V4Z4X41

Z4+ UeY+1
W

Fig. 27. Estrella magica valores.

no forman parte de la condicién expuesta. Con
estos valores, tendremos la estrella magica que
se indica en la Fig. 28, que cumple las condicio-
nes de estrella magica, teniendo como sumatoria
constante el valor de 34. En la misma existen
valores negativos, si se desea que todos sean
positivo, sumaremos a cada elemento el valor
de 9, dando por resultado, la estrella mégica
de la Fig. 29, que tiene por constante de suma
el valor de 70.

11 14

Fig. 28. Estrella magica (34] y Fig. 29. Estrella magica valores(70).
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11

20 23

Fig. 29. Estrella magica valores (70).

F. Caso 8. Construccion de estrellas magicas con
siete variables

Generalizando el procedimiento, fijaremos sie-
te variables: T, U, V, W, X, Y, y Z, quedando libre
Unicamente tres elementos, en los cuales debere-
mos proceder a colocar valores, en funcién de las
variables anotadas.

Ejemplo 10. Se establece directamente variables
en las cinco puntas y en los dos puntos de corte,
como se observa en la Fig. 30, inmediatamente se

1 -4

tiene que la constante de sumatoria es U+ Z+ Y+
X, Con lo cual obtenemos valores para los otros
elementos, en el primer caso-T -V +Y +X +U, para
el segundo caso tendremos -U +Z +T +V -W y
para el ultimo elemento tendremos dos resulta-
dos, segtin los dos segmentos de los cuales forma
parte, por un lado sera: 2U- T- 2V +Y +W y por
otro: U + Z + X - W -T, lo que obliga a que deba-
mos trabajar la igualdad: 2U - T-2V +Y + W=U
+7Z +X-W -T, Que reduciendo se tiene: U - Z -
X -2V +2W + Y = 0, que constituye, para este
caso la relacion que debe existir entre las varia-
bles, cabe indicar que la variable T, no forma par-
te de esa condicién, por lo que podremos
establecer su valor libremente.

Una de las combinaciones que posibilita cons-
truir la estrella mégica se da cuando asignamos los
siguientes valores: T=0, U=2, V=-4, W=1, X=-3, Y=6
y Z=21.

Que genera la estrella de la Fig. 30, donde se
tiene que los elementos de cada uno de los segmen-
tos suman 26, y se tiene valores negativos, si la in-
tencion es que todos los elementos sean positivos,
podriamos sumar a cada elemento el valor de 5, y
se tendria la estrella mégica de la Fig. 31, donde la
constante de suma en cada segmento es 46.

Esta claro que esta no es la tinica, lo que aqui se
plantea es Gnicamente una forma de construirlas,

Fig. 30. Estrella valores (26] y Fig. 31. Estrella valores (4B6).
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sabemos también que de cada una de ellas existen
las generadas que son 12, ademds por sumatoria o
productos derivaran infinitas.

G. Caso 9. Construccién de estrellas magicas con
ocho variables

Generalizando el procedimiento, fijaremos ocho
variables: S, T, U, V, W, X, Y, y Z, quedando libre
Unicamente tres elementos, en los cuales debere-
mos proceder a colocar valores, en funcién de las
variables anotadas.

Ejemplo 11. Para este caso realizaremos dos
ejemplos, ya que los mismos representan procesos
distintos, el primero de ellos sera colocando valo-
res en las esquinas y los tres restantes en puntos
de corte, dos de estos contiguos y el tercero salta-
do de los anteriores, las variables a ubicarse sobre
los vértices serdn: S, T, U, V y W, en los cortes
ubicaremos X, Y e Z, conforme se observa en la
Fig. 32, estableciéndose como constante sumatoria
por segmento el valor de X +Y + W +T, y quedan-
do por ubicarse dos cortes, mas cada uno de ellos
forma parte de dos segmentos por lo que en cada
caso se estableceran condiciones 6 sistemas de dos
ecuaciones con dos incégnitas respectivamente. Asi
en el un corte tenemos que con respecto al un seg-
mento el valor serd: T+ W+Y -S - U, y con res-
pecto al otro segmento, el valor serd: -Z -V + X +
Y + W, de manera analoga, para el otro punto de
corte, los valores seran-Z -U+X+Y+T,y,-S-

L4 |

-14 ‘l 0
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THWH+Y-5-U

¥
-Z-U4XY4T }.\.
i s-v+x+M

e

Fig. 32. Estrella méagica con ocho variables.

V + X + W + T, estableciéndose el siguiente siste-
ma de ecuaciones:

—Z-V+X+Y+W=T+W+V¥V¥-S§5-U
3
—Z—U4+X+Y4T=-S—V+X+W+T @)
Que se reduce a:
T+Z+V-X-§S-U=0
(4)
—Z-U+Y+S+V-W=0

Igualando las dos tendriamos que: T+ Z + V -
X-5-U=-Z-U+Y+S+V-W,queasuvezse
reduce a:

T+2Z-Y-X+W-25=0

Fig. 33. Estrella magica constante (30) y Fig. 34 Estrella magica constante (S0).
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WHYHT-S-V

T-W4Z4V-U

WHXHY-Z-V

Fig. 35 Estrella méagica con nueve variables.

Se debe anotar que si despejamos V - U de cada
ecuacion del sistema se siente:

V-U=5+X-T-2
V-U=Z+W-Y-65.

Para solucionar, asignaremos entonces valores
a cinco variables:

X=2Y=472=-3W=-1yS=6,loque
remplazando las ecuaciones anteriores da como
resultados que: T=25y V - U = -14.

La dltima relacién brinda una infinidad de al-
ternativas para V y U, nosotros asignaremos los
valores: U =0y V =-14, con lo cual construimos la
estrella magica de la Fig. 36, cuya constante de suma
por segmento es de 30.

De igual forma, si deseamos tinicamente valo-
res positivos, a cada elemento sumaremos la canti-
dad de 15, generando la estrella magica de la Fig.
37, que tiene constante de sumatoria por segmen-
to igual a 90.

H. Caso 10. Construccién de estrellas magicas con
nueve variables

Ejemplo 12. En este caso ubicaremos las varia-
bles en los vértices y en tres cortes consecutivos,
como se observa en la Fig. 38, Debiendo indicar,
que al igual que en el caso anterior, las variables
que se asignen, deben someterse a restricciones de
antemano.

Para este ejemplo colocaremos las variables S,
TU, Vy W enlos vérticesy X, Y e Z, en tres cortes
consecutivos entre U y W, como se observa en la
Fig. 38, la condicién de antemano en este caso se-
riaque W+ X+T=5+7Z+U,laconstante de suma
seria entonces:

W+X+Y+T.

Fig. 36 Estrella magica Y = -12 y U = -11 y Fig. 37 Estrella méagica valores enteros.

Rev. Ingenieria, Matemdticas y Ciencias de la Informacion
Vol. 3 / Niim. 5 / enero-junio de 2016, pdg. 79-97



U |

Fig. 38 Estrella magica con variables en vértices.

Lo cual obligaria a que el siguiente punto de
corte sea determinado por el valorde W+ X +Y -
Z - V. En el dltimo punto de corte se establecerian
dos valores, uno por cada segmento, W+Y +T-S
-V,enel primercasoy T-W+Z+V-U,lo cual
genera la igualdad.

T-W+Z+V-U=W+X+Y-5-V, que
reduciendo se obtiene la siguiente igualdad:

2W+Z+2V+5-U-Y=0

Asi, de las infinitas combinaciones, podriamos
asignar valores para la igualdad que debe darse
de antemano:

$=2,2=4,U=6T=8X=9,yW=-5

Que remplazando en la igualdad que se genera
en el dltimo punto de corte:

10+4 +2V+2-6-Y =0, que reduciendo se obtiene:
2V -Y =-10, relacion lineal con infinitas duplas, asig-
naremos los siguientes valores: Y =-12y U = -11.

Con los valores asignados tendremos la estre-
lla magica de la Fig. 36. Con una sumatoria cons-
tante, por segmento de 0 (cero).

Como en los demas casos si deseamos que los
elementos sean todos positivos, sumamos 13 a cada
uno y tendremos la Fig. 31, con una suma constan-
te de 52 por segmento.
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Ejemplo 13. Para este caso ubicaremos las va-
riables en los vértices y en cuatro cortes, como se
observa en la Fig. 38, Esta claro que tan solo un
punto de corte estaria libre, ademas existen de ini-
cio dos condiciones que deben cumplirse ya que
tres segmentos estan ya llenos, de antemano tene-
mos las igualdades de restriccion:

S+ W+ V=R+Y+T
{ ©)

S+Z+U=R+X+T

Que puede expresarse de la siguiente manera:
S-R-T=Y-W-V

{ (6)
S—R-T =X-72-0U

De donde se tiene que:

Y-W-V=X-Z-U,Quereduciendoes: X=Y
+7Z+U-W-V

Que posibilita proponer infinitas combinaciones
de valores, tomamos la siguiente:

Y=2,72=4U=-6,V=-3, W=-5, que en base
de la tltima igualdad da X = 8.

Con lo cual retomando la igualdad de las rela-
ciones iniciales se tendra:

S-R-T=10,6 R+T=5-10. (a)

La constante sumatoria serd: V+ W + X +S.

Ademas obligadamente el elemento del corte
sin valor debe cumplir a la ves dos igualdades, en
funcién de la suma constante: R+ W+ U=V +Z +

T. De donde se tiene: R-T=-3+4+5+6=12.

De donde se tieneque: R-T=V+Z-W-V =
B3+4+5+6=12(b).

Con (a) y (b) se tendra el siguiente sistema de
ecuaciones:

R+T=5-10

R—-T=12
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Para resolver este sistema es necesario que
asignemos un valor a S, proponemos S = 24, que
asegura que todos los elementos sean diferentes
entre si. Fig. 39 y 40.

Cuyasoluciones R=13y T =1

Con lo cual hemos determinado todos los ele-
mentos de la estrella mégica que se observa en la
Fig. 39. Esta estrella magica tiene una constante de
suma en sus segmentos que es: 24. Si se desea que
todos los elementos sean positivos, deberemos
sumar 7 a cada elemento y obtendremos la estrella
magica que se observa el la Fig. 40, cuya sumatoria
constante sera igual a 52.

Como en los demas casos esta es una soluciéon
de muchas que pueden obtenerse siguiendo este
proceso, ademas de sus derivadas directas.

Este método, es sin duda el méas general.

I. Caso11. Construccién de estrellas magicas con
diez variables

Este caso es el que presenta mayor generalidad,
ya que se asignara una variable a cada uno de los
elementos, sin que ninguno de ellos quede libre,
por tanto las relaciones aqui se establecen de ante-
mano, en funcién de un segmento escogido en el
cual se establecera la constante de suma.

-3

1

Ejemplo 14. Se establecen las diez variables, Q,
R, S, T, UV, W, X, Y e Z que se ubican en cada
uno de los elementos de una estrella de cinco pun-
tas, como se observa en la Fig. 41.

La constante para la sumaseriQ+Y + W +S

Como esta debe ser constante tendremos las
siguientes igualdades.

) Q+HW+S=U+Z+R
b) R+X+T=Q+V+S
¢) S+Y+U=R+W+T
d) T+Z+Q=U+X+S
e) V. U+V+R=T+Y+Q

Que constituyen un sistema de ecuaciones de-
pendientes:

Entre la ecuacién I y la II se tiene que: U+Z-
W=X+T-V

Entrelalll'y la1V se tiene que: Z+Q-X=R+W-Y
Relacionando estas dos se tiene que: T-V-U=R-

Q-Y, que esigual a: T+Q+Y=R+U+V, que es justa-
mente la quinta ecuacién, por ello y para buscar

Fig. 39 Estrella magica constante 24. Fig. 40 Estrella méagica constante 52.
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Fig. 41 Estrella magica con diez variables.

solucion trabajaremos tinicamente con las prime-
ras cuatro ecuaciones, con las que estableceremos
el siguiente sistema de cuatro ecuaciones con diez
incognitas:

Q+W+S=U+Z+R
R+X+T=Q+V+S
S+Y+U=R+W+T ®)
T+Z+Q=U+X+S

Matematicamente se sabe que es posible dar
valores a seis variables para que el sistema tenga
consistencia y brinde una solucién tinica.

Para ello tomaremos la ecuaciéon VI que resulta
de relacionar la primera y la segunda:

VIL.U +Z-W =X+T -V, que permite despejar
una variable, y se tiene:

U=X+T-V-Z+W

Aqui podremos asignar ya cinco valores distin-
tos, cuidando que el resultado ademas sea dife-
rente a cada uno de los indicados, asignaremos:

X=2T=4V=67Z=-1yW=-7 1o queda
como resultado U = -6.
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Teniendo ademas que: Q + S - R =0. (VII)

Igualando las ecuaciones III y IV, se tiene que:
R+W-Y=Z+Q-X, que puede expresarse como:

R-Y-Q=2Z-X-W,las variables del miem-
bro izquierdo, tienen ya valores, asignandolos
tendriamos:

R-Y-Q=-1-2+7=4(VII)
Relacionando VII'y VIII, se tendria que: S-Y =4.

Aqui asignamos libremente el sexto valor Y =
10, y como consecuencia de la ecuacion anterior se
tendra que S = 14.

De la ecuacion 111, se tiene que: R=S+Y + U -
W-T=14+10-6+7-4=21

Y delaigualdad VI. Se tiene que Q + 14 - 21 =0.
Entonces Q =7.

Con lo cual tenemos ya todos los valores, y la
estrella magica es la que se observa en la Fig. 42,
que es una estrella magica con suma constante por
segmento de 20. Si aqui también deseamos que
todos los elementos sean positivos deberemos su-
mar a cada elemento el valor de 8 y tendremos la
estrella magica de la Fig. 43, como sumatoria cons-
tante de 52.

J. Caso 12. construccién de estrellas magicas con
diez variables donde la suma de los vertices
es igual a la suma de los cortes

Este caso es muy similar al anterior, debiendo
afiadirse la restriccion de que los elementos de los
vértices es igual a la suma de los cortes.

Ejemplo 15. Se establecen las diez variables, Q,
R, S, T, UV, W, X, Y e Z que se ubican en cada
uno de los elementos de una estrella de cinco pun-
tas, como se observa en la Fig. 41. Generandose el
sistema siguiente:

Q+R+S+T+U=V+W+X+Y+Z V)
Q+W+S=U+Z+R (IV)
R+X+T=Q+V+S ()
S+Y+U=R+W+T (I )
T+Z+Q=U+X+S (I
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ot} 12

Fig. 42 Estrella mégica con suma constante por segmento de 20 y Fig. 43 Estrella mégica con suma constante por segmento de 52.

Donde la primera igualdad indica la restriccién
impuesta, las demas son iguales a las del caso
anterior,

5/3

a/3

-2/3

5 | |0

Fig. 44 Estrella magica donde los elementos de cada segmen-

to suman - 16 y los vértices y cortes suman -20.

Siigualamos IV y Il se tendra que: U+ Z - W =
X+T-V,dedondeU=X+T-V-Z+W.Asignamos
los valores: X=2,T=0,V=4,Z=-3y W=-9,que
en base a la relacién anterior resulta U = -8, se tiene
también que: Q + S - R =-2. (VII).

Ademas igualando las ecuaciones Iy II, R+ W -
Y=7Z+Q-X entoncesR-Y-Q=Z-X-W, que
remplazando valores se tendra: R-Y -Q=-3-2+
9 =4 (VII).

Relacionando VI con VII se tiene que: S-Y =2

Remplazando en la ecuacién II, se tiene que: R
=S+Y+U-W-T=Y+2+Y-8+9-0=2Y+3

De VII, se tiene que Q =R - S - 2, entonces: Q =
2Y+3-(Y+2)-2=Y -1

Luego remplazamos en la primera igualdad: Y
-1+2Y+3+Y+2+0-8=4-9+2+Y-3,que
equivalea:4Y -4=Y-6

Que reduciendo es: 3Y = -2, entonces, Y =-2/3

Consecuentemente: S=2-2/3=4/3, R=2(-2/
3)+3=5/3,Q=-2/3-1=-5/3.

Con base del procedimiento indicado se tiene
una estrella mégica de cinco puntas, donde todos
los elementos de cada segmento suman -16/5, y
donde los vértices suman - 20/3 al igual que los
cortes. Si a cada elemento se le multiplica por tres
tendremos la estrella magica de la Fig. 44, donde
los elementos de cada segmento suman - 16 y los
vértices y cortes suman -20.
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Fig. 45 Estrella magica cuyos elementos, por segmento sumen

96 en, y cuyas aristas, al igual que cortes sumen 120.

Por altimo si se desea que todos los elementos
sean positivos, deberemos sumar a cada uno de
ellos, el valor de 28, con lo cual tendremos una
estrella magica, cuyos elementos, por segmento
sumen 96 en, y cuyas aristas, al igual que cortes
sumen 120.
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NOTA: Esta restriccion de que la suma de los
vértices sea igual a la suma de los cortes, puede
tratarse también en los demads casos, con procedi-
mientos similares al expuesto, esto es, ingresando
esa condicion como una restriccién mas.

Los casos expuestos, no son en ningdn caso
los tnicos, mas bien, buscan proponer métodos
y procesos de obtener estrellas magicas de cinco
puntas [6].
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