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RESUMEN

El surgimiento de la teorfa de las ecuaciones diferenciales ordinarias, data de finales del siglo XVII. En un primer
intento se crearon procedimientos independientes, para resolverlas, pero resulto claro que un gran nimero de estas
ecuaciones en el acto de hallar su solucién no correspondian con los métodos cldsicos, esto es, expresarlas por
medio de funciones elementales del Célculo por lo que no podian ser resueltas. No fue hasta el siglo XIX que los
matemadticos se dieron cuenta que solo un nGmero relativamente pequefio de ecuaciones diferenciales podia resol-
verse aplicando funciones elementales. En temprana fecha, uno de los primeros que se percato de tal cuestion fue el
matematico de origen suizo Leonardo Euler que en el afio de 1768 desarrollo el primer método numérico para la
solucién de las ecuaciones diferenciales, posteriormente se han desarrollado varios que en su forma general siguen
la linea dejada por Euler, hasta llegar a uno de gran precision e intenso uso que es el método iterativo de Runge-
Kutta. El presente trabajo presenta un andlisis de ambos métodos, desarrollando sus algoritmos bdsicos, programa-
dos en Mathcad. Pudiéndose comprobar al finalizar el grado de exactitud que presenta cada uno en la solucién
numeérica de las ecuaciones diferenciales.
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ABSTRACT

The emergence of the theory of ordinary differential equations, data from the late seventeenth century. In a first
aftempt to separate procedures were created to resolve, but it was clear that a large number of these equations in
the act of finding its solution did not correspond to the classical methods, this is, express them through elementary
functions of calculus so they could not be resolved. It was not until the nineteenth century that mathematicians
realized that only a relatively small number of differential equations could be solved by applying elementary
functions. In early date, one of the first who noticed this question was the mathematician Swiss-born Leonardo
Eulerthatin 1768 developed the first numerical method for solving differential equations, subsequently developed
several that in form generally follow the line left by Euler, until one of great precision and intense use is the iterative
Runge-Kutta methods. This paper presents an analysis of both methods, developing their basic algorithms,
programmed in Mathcad. Being able to check at the end of the degree of accuracy that has everyone in the
numerical solution of differential equations.
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I. INTRODUCCION

Uno ok los problemas mas comunes en ma-
tematicas es resolver una ecuacion, pero si se tra-
ta de una ecuaciéon diferencial la dificultad se
acrecienta en gran medida[1-3].

Las ecuaciones que involucran la derivada de
una funcién de una sola variable, ocurren practica-
mente en todas las ramas de las matematicas [1][2].
En su forma general, toda situacién que se refiere
a la rapidez de variacion de una variable con res-
pecto a otra conduce a una ecuacion diferencial.

Los conocedores del tema saben que existen mu-
chas técnicas y procedimientos para encontrar la so-
lucién a ecuaciones diferenciales en términos de
funciones elementales[4][5], tales como polinomios,
funciones trigonométricas, exponenciales y logarit-
micas, pero es necesario destacar que a menudo los
problemas que se presentan en la préctica o bien no
pueden resolverse por los métodos clasicos, o la so-
lucién es tan dificil de obtener que el calculo sobre-
pasa nuestras posibilidades algebraicas[6].

El problema fundamental consiste en que la
ecuacion ha sido definida, por ende se debe hallar
su solucion. Se entiende por solucién una funcién
que exprese la relacion que debe existir entre las
variables de tal modo que la ecuacién diferencial
sea satisfecha [3].

En gran ntimero de aplicaciones practicas de-
terminados coeficientes o funciones de las
ecuaciones diferenciales tienen una marcada ten-
dencia a la no linealidad, o estdn representados en
forma de un conjunto de datos tabulados obteni-
dos experimentalmente, lo cual elimina de inme-
diato las posibilidades de obtener una solucion por
los métodos tradicionales[7][8].

Por las razones expuestas, a lo largo de la his-
toria de las ecuaciones diferenciales los matemati-
cos han desarrollado procedimientos para hallar
las soluciones donde los métodos clasicos no re-
sultan ser atiles.

II. DESARROLLO

El objetivo fundamental del presente articulo
consiste en establecer una comparacién entre dos

métodos numeéricos para la solucioén de la ecuacion
diferencial.

d
d—z= vy’ = f(x) Siendo y = y, cuando x = x, (1)

Se trataran dos procedimientos clasicos: El mé-
todo de Euler [9] (el primero cronolégicamente) y
el de Runge-Kutta [9] (de amplia divulgacién) pro-
gramados en Mathcad mediante un ejemplo de-
mostrativo.

Es necesario destacar que los procedimientos
indicados requieren un largo y tedioso célculo
para llegar a la solucion numérica de la ecuacién
diferencial, obteniendo en la mayoria de los ca-
sos s6lo modestas aproximaciones, no fue hasta
la aparicion de los dispositivos electrénicos de
calculo [5] [6] que estos métodos pudieron ser
desarrollados con toda efectividad.

En la década de los afios 30 el estadounidense
Vannevar Bush disefi6 el analizador diferencial para
la resolucién de las ecuaciones diferenciales el cual
sent6 las bases que permitirian el desarrollo de la
primera computadora digital, el Mark I[10]

Para comenzar sin mas dilacion la esencia del
presente trabajo vamos a calcular la solucién nu-
mérica de la ecuacion diferencial:

dy (x+x?)

_ = +
dx 1 ey

(2)

Con las condiciones iniciales y(0) = 0 y calcula-
remos y para x = 0.6.

Como comprobacion de los resultados, para
x=0.6

Y = 0.75540586 con ocho cifras decimales, di-
cho valor fue calculado con la computadora IBM
360/ 67 segtin la publicacion de la revista American

Mathematical Computer de marzo de 1962
(comprobado con MAPLE).

III. EL mETOoDO DE EULER (LEONARD
EuLEr, 1707-1783, Suiza)

La complejidad del problema de resolucién de
las ecuaciones diferenciales y la imposibilidad de
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integrarla sirvi6 de causa fundamental para el sur-
gimiento del célculo numérico en la solucién de
ecuaciones diferenciales. De ello se percato Euler
y sus colaboradores y el método del cual hemos
hecho referencia se public6 en 1768, en el tomo III
de su célebre Célculo Integral [10].

A

Fig. 1. Leonard Euler.

El método tiene por fundamentacién la aproxi-
macién de una curva mediante una secuencia de
lineas rectas, lo que determina errores de calculo
desde un principio. Este método requiere utilizar
valores muy pequefios en el incremento para lo-
grar una aceptable aproximacién de la solucién de
la ecuacién [3].

A medida que nos alejamos del valor inicial, la
solucién aproximada pierde precision [8] (se aleja
de la solucién exacta), Cuando se reduce el incre-
mento, la solucién mejora, pero las iteraciones cre-
cen es forma exponencial.

Esto trae como consecuencia la enorme canti-
dad de célculos a ejecutar. Este método es com-
parativamente muy aproximado y se emplea en
lo fundamental, para los célculos preliminares.
Sin embargo los fundamentos del método sir-
vieron de partida para lograr aproximaciones
mas precisas [11].

Después del fallecimiento de Euler sus discipu-
los perfeccionaron el método, conocido como Mé-
todo de Euler Mejorado [10], (Este método se basa
en la misma idea del método anterior, pero hace
un refinamiento en la aproximacién, tomando un
promedio entre las pendientes) incorporando
procedimientos algebraicos que mejoraban parcial-
mente la solucién.
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Veamos ahora el programa de calculo en
Mathcad [12][13].

Definimos la ecuacion diferencial:

(x+x?)

fly)=1+ — ®

Fundamentacién analitica:

Y1 = Y tHf (X)) (4)

EULER(H.N.X.Y)=| for le1.N
Y < Y+HF(X.Y)
X< X+H

|

X

Y

Fig. 2. Programa en Mathcad.

El proceso que lleva a efecto el calculo consta
de cuatro parametros: H, N, X, Y.

1) Hrepresenta el valor incremental.

2) N el namero de iteraciones.

3) X e Y los valores con las condiciones
iniciales.

Los resultados se muestran en la Fig. 3.

6
EULER(0.1.6.0,0)= 0.6
0.73435843

Fig. 3. Resultados en forma matricial con 6 iteraciones.

La solucion es: 0.73435843

Con 6 iteraciones se logra un error relativo por-
centual de 2.79% comparando con la solucién an-
tes indicada. (IBM/360) [11].

Si se aumenta el nimero de iteraciones (60) y se
reduce el incremento (0.01), el resultado es:
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60
EULER(0.01.60.0.0)= 0.6
0.75338083

Fig. 4. Resultados en forma matricial con 60 iteraciones.

Para un error relativo de 0.27%.

Para finalizar, con un incremento de 0.0001, el

namero de iteraciones es 6000, y el error porcen-
tual = 0.00267.

6000

EULER(0.0001.6000.0.0)= 0.6
0.75538569

Fig. 5. Resultados en forma matricial con 6000 iteraciones.

IV. EL mMETODO DE RUNGE-KUTTA

El método que se expone fue ideado por Carl
Runge (1856-1927, Alemania) hacia 1894, y amplia-
do por Martin Kutta (1867-1944, Alemania) afios
después, Es un método de precision elevada. Tie-
ne caracteristicas similares al de Euler [10].

Fig. 6. A la Izquierda Carl Runge y a la derecha Martin Kutta.

El algoritmo para el método de Runge-Kutta
de cuarto orden, o método clasico de Runge-Kutta,
abreviado como RK4, es de uso extendido, y re-
conocido como una valiosa herramienta de célculo,
por la buena aproximacion que produce [5].

El procedimiento, aparece dentro del contexto
del programa disefiado en Mathcad.

Tiene la ventaja, sobre otros métodos tales
como el de Picard, Taylor y Milne que no re-

quiere de complejas operaciones de integracion
y derivacion [7].

Se resolvera la ecuacion diferencial propuesta y
al finalizar se realiza un andlisis comparativo de
los resultados obtenidos.

x+x?
flxy)=1+ ! )
ey
RK4(H.N.X.Y) =
for I=s1.N

K1« Hf(X.Y)
K2(—H1’(X+;.Y+g)
K34—H“I’(X+;.Y+¥)

K4 « Hf(X+H.Y + K3)

(K1+2.K2 + 2.K3 + Kd)

Ye¥+ 3

X«X+H
o1
ni1e<X

fn2<Y

r

Fig. 7. Programa en Mathcad.

La solucién ha sido expresa en forma de tabla
matricial, como se observa en la Fig. 8, que sélo
han sido necesarias 6 iteraciones para obtener una
solucién de alta precision.

XY
0.1 0.10497578 )

|

1

2 0.2 0.21962626
3 0.3 0.34318918
4 0.4 0.47455513
5 0.5 0.61241714
6 0.6 0.75540602 /

RK4(0.1.6.0.0)=

Fig. 8. Resultados en forma matricial con B iteraciones.

Comparando con las 6000 iteraciones del
método de Euler la evidencia no requiere mas
comentarios.

Esto demuestra el por qué es tan difundido
el método de Runge-Kutta en la literatura
matematica.
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Fig. 9. Gréfica de la funcién solucion.

No debemos finalizar el presente trabajo sin
mencionar la aplicaciéon de la Transformada de
Laplace en la solucién de las ecuaciones diferen-
ciales de amplio uso en pasadas décadas, y que en
la actualidad apenas aparece reflejada en nuestros
programas de Célculo[5] [8].

V. CONCLUSION

Con este trabajo se han analizado dos métodos
para la solucién numérica de ecuaciones diferen-
ciales de primer orden, desde el punto de vista
histérico y analitico, sirva pues al estudiante de
Célculo como complemento en el estudio de esta
disciplina.
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