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RESUMEN

Este artículo presenta una visión general de los temas de investigación de Alan
Turing, centrado en los desarrollos y aportes a la Teoría de la Calculabilidad. Basán-
dose en los lineamientos sobre el problema de la decisión (Entscheindungs problem)
de D. Hilbert y con el fin de dar una respuesta a la pregunta: ¿la Axiomática formal
cuenta con un método efectivo para decidir que una fórmula puede ser verdadera o
falsa?, Turing responde con una negativa por medio de un método mecanicista llama-
do la máquina de Turing, que prueba la indecidibilidad de la Axiomática y presenta las
bases de la Calculabilidad, y posteriormente la de la Informática.
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RESUMEN

This article presents an overview of the subjects of research of Alan Turing, focused on
the developments and contributions to the theory of calculability. Based on the
guidelines on the issue of D. Hilbert’s the problem decision (Entscheindungs problem)
and in order to give an answer to the question: the axiomatic formal account with an
effective method for deciding that a formula can be true or false?, Turing responds
with a negative using the mechanistic method called the Turing machine, which tests
the undecidability of the Axiomatica and presents the bases of the calculability and
subsequently the computer.
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1. INTRODUCCIÓN

Alan Mathison Turing (1912-1954), matemático inglés, estudia en Cambridge
(Inglaterra). A los 24 años, en una tentativa de describir matemáticamente la
esencia del acto de calcular, a partir de este análisis, trata de reconstruir el
funcionamiento del pensamiento. Así, Turing proyecta su sistema científico

1 Doctor en Informática y Matemáticas Aplicadas a Ciencias Sociales, Universidad de Grenoble (Francia),
1983. Doctor en Filosofía, Universidad París 1 - Panthéon Sorbonne, 2008. Actualmente docente
investigadora de la Corporación Universitaria Republicana, Bogotá.
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teniendo como horizonte la posibilidad de la reconstrucción mental y física del
hombre, donde muestra su interés interdisciplinario entrelazando las mate-
máticas y lógica con la biología. Igualmente, investiga sobre los desarrollos en
la Matemática, centrados tanto en el cálculo de probabilidades y estadísticas
(curvas, y sus límites), en la distribución de los sistemas numéricos (paradoja
entre la dimensión discreta y la continua y su aproximación numérica) como en
la teoría de grupos, donde la función se torna en objeto de estudio por su
solidez estructural entre esta y el dominio de resolución, en un grupo dado.

Así mismo, sus investigaciones se ven relacionadas con la descodificación
de mensajes secretos, utilizando métodos probabilísticos novedosos que dan
un impulso a la ciencia de la Criptología, donde reinventa, un método de aná-
lisis secuencial y el concepto de Información.

En Lógica Matemática, bajo los resultados de Gödel y los lineamientos del
Programa de Hilbert plantea las bases de la decidibilidad, la calculabilidad y la
construcción de los primeros computadores. En su investigación de 1936, sobre
la indecidibilidad, precisa la noción de cálculo efectivo, a partir del concepto de
número calculable y su aplicación al problema de la decisión que da las bases de la
Teoría de la Calculabilidad, donde aclara la pregunta sobre los procesos necesarios
para realizar cálculos, y allí va a definir la noción de función, de cálculo y como
resultado el de función calculable, con la cual modifica profundamente las fronte-
ras entre los dominios del saber y la manera de analizar y producir resultados.

2. EJES DE INVESTIGACIÓN DE TURING

Turing se interesa en una serie de temas variados, siendo ya estudiante de
colegio, lo que vaticina el desarrollo de aspectos preponderantes de interés
científico. Sus obras más importantes, que reflejan estos intereses y que según
J. Lassègue (1998, p. 17), al ponerlos en perspectiva, Turing construye su pro-
yecto científico integral presentando la posibilidad de la reconstrucción física
y mental del ser humano, lo que es valioso en un científico matemático.

De esta manera, sus obras síntesis son:

- “On computable numbers with an application to the Entscheidungsproblem”.
1936: En esta obra funda la teoría lógica de la calculabilidad que se
basa en el concepto de “máquina de Turing”. El escrito plantea las ba-
ses teóricas de uno de los fenómenos científicos y técnicos más impor-
tantes de la segunda mitad del s. XX: la estructuración de la
calculabilidad, que lleva a la constitución de la Informática teórica y la
realización del computador.
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- “The chemical basis of morphogenesis”. 1952: Aquí, plantea las bases de una
teoría general de la morfogénesis que tiene como objetivo presentar las
diferentes formas existentes en la organización de los seres vivos. Esta
teoría estudia las reacciones químicas en el seno del organismo por
medio de una modelización matemática seguida de una simulación
informática.

- “Computing Machinery and Intelligence”. 1950. Establece la relación entre
dos temas de investigación: lógica y biología, aparentemente lejanos,
pero que Turing logra presentar de una forma coherente. Esta obra es
más filosófica que matemática, propone el estudio de los procesos
cognitivos y del lenguaje por simulación informática, base de lo que se
llamaría, Inteligencia Artificial.

Anotaciones

Así, se puede decir que en el artículo de 1950, Turing establece un lazo
científico entre los temas de los otros dos, lógica y biología. Se trata, en el
caso de la biología, de determinar formalmente, las causas químicas respon-
sables de la constitución de las formas biológicas, y en el caso del estudio del
pensamiento, de presentar las causas del pensamiento inteligente de una mane-
ra formal. Estas tres investigaciones las realiza en un periodo de 20 años de
1935 a 1954.

Igualmente, su aporte base en el saber matemático es la articulación de
investigaciones con importantes resultados, sobre temas diferentes, tales como:

- Matemáticas, centradas en el cálculo de probabilidades y estadísticas, la
teoría de números y la teoría de grupos.

- Lógica matemática, que plantea las bases de la decidibilidad, la calcula-
bilidad y la construcción de los primeros computadores, a partir de los
aportes de los desarrollos en lógica.

- Criptología, que comienza con descifrar los códigos de los mensajes ale-
manes y continúa hasta el desarrollo del computador.

2.1 Matemáticas

Cálculo de probabilidades

La noción de “curva normal” (curva en campana o gaussiana, que permite
dar cuenta de las regularidades estadísticas y representa las variaciones de
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la función: y = e-x2). Es estudiada por Turing en 1933. Su interés se centra en el
manejo metodológico de esta curva porque posee propiedades como la densi-
dad, continuidad y simetría que la hacen de fácil manejo, como en el estudio
de las distribuciones de muestras, las estimaciones e inclusive en las pruebas.

En ese sentido, el “teorema central del límite” es de gran importancia, por-
que en el caso del estudio de las regularidades que tocan los fenómenos natu-
rales (como los de la física) la utilización de esta curva es menos directa, debido
a que la ley que controla el comportamiento de esta variable aleatoria, es rara-
mente normal cuando se le asocia al fenómeno en cuestión. El “teorema central
de límite” permite aproximar la ley a la suma de n variables aleatorias inde-
pendientes, integrando así, la ley normal a las ciencias de la naturaleza.

Como resultado de la investigación, Turing presenta una nueva demostra-
ción de este teorema, en febrero de 19342, la primera había sido mostrada en
1922 por el matemático alemán Lindeberg.

Teoría de Números

Los sistemas numéricos presentan un gran interés para Turing, profundi-
zando particularmente en los números primos (indivisibles por ellos mismos y
por uno) y en sus propiedades (números de cantidad infinita, que decrecen, es
decir, que se presentan en menor cantidad, en tanto que los enteros crecen).
La razón matemática que explica su distribución es un problema importante de
la teoría de números, pero no existe una fórmula algebraica simple que permi-
ta enumerar todos los números primos o de enunciarlos a todos hasta un cier-
to límite. La importancia radica entonces, en su distribución media, es decir,
en un grado de probabilidad donde se pueda encontrar un número primo
entre los enteros en general3. De manera que, para Gauss, los números primos
se espacean al mismo ritmo que el crecimiento de la función logarítmica (exac-
tamente, el espacio entre dos números primos para n aumenta como el logaritmo
natural de n).

Turing se interesa a la paradoja resultante de este planteamiento porque
pone en relación la distribución de los números primos, que son entidades

2 “On the Gaussian error function”; en Collected Works of A.M. Turing 1: Pure Mathematics, Amsterdam,
Elsevier Science Publishers, 1992; pp. xix-xx. Citado por Lassègue, 1998, p. 23.

3 Esta disminución de los números primos, había sido investigada por Gauss (siglo XVIII) que encontró el
medio de describirla relacionando el aspecto inestable de su distribución y la función logarítmica, que se
expresa como una relación entre la progresión geométrica de las potencias de un mismo elemento (por
ejemplo, la cadena: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, …) y la progresión aritmética de sus potencias (en el ejemplo,
1=20, 2=21, 4=22, 8=23, …): medida aproximada y posible de una dimensión continua.
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individuales, discretas y una función que permite la medida de una dimensión
continua como la función logarítmica. Es un tema sobre aproximación numéri-
ca, tocando la relación entre el aspecto discreto de los números enteros y el
aspecto continuo de los números reales. En este mismo sentido, a mitad del
siglo XIX, Riemann4 había demostrado que la distribución de números primos
adoptaba una línea general de naturaleza logarítmica con un grado de error
muy débil, cuya medida era la “Hipótesis de Riemann”. El problema consistía
en mostrar que una cierta función “zeta”, no tomaba el valor cero sino para
ciertos puntos que forman una línea recta en el plano compuesto. Sin embargo,
la hipótesis según la cual los números primos debían escasearse según una
medida relacionada a la función logarítmica, tenía tendencia a sobreestimar la
cantidad de números primos.

Pero en Cambridge, por un lado, hacia los años 1910 y 1930, J. E. Littlewood
había notado que existían puntos donde, contrariamente a lo que se había
previsto, la hipótesis de la sobreestimación era falsa; por otro lado, en 1933, en
Cambridge, igualmente, Skewes había mostrado que si la Hipótesis de Riemann
era verdadera, debía existir un punto a partir del cual se operaba una subesti-
mación del número extremadamente grande en cuestión5.

De esta manera, Turing se confronta en 1939 a la Hipótesis de Riemann
(Booker, 2006) y al problema de la sobreestimación de los números primos y
evalúa numéricamente la función “zeta”, para un cierto número de valores.
Esta vez, Turing plantea un nuevo método “efectivo”, es decir, una máquina
de calcular porque los cálculos son demasiado grandes para realizarlos a mano6.

Turing realiza varios intentos para calcular la función efectivamente, es decir,
en diversas máquinas para calcular7  y conduce así su cálculo a un valor de la

4 Riemann, en 1859, es nombrado profesor en Gottingen y en la Academia de Ciencias de Berlín, publica
el artículo: “Sobre el número de los números primos inferiores a una talla dada”. Aquí, él define la función
zeta, retomando los trabajos de Euler y los extiende a los números complejos. Utiliza esta función con el
objetivo de estudiar la repartición de los números primos. La hipótesis de Riemann sobre los ceros no-
triviales de la función zeta, no se ha demostrado todavía y hace parte de los 23 famosos problemas de
Hilbert, lo mismo que de los siete problemas del milenio.

5 El número en cuestión sería: 10 a la potencia 10, esta a la potencia 10 y esta a la potencia 14. (Hodges 1983,
p. 135).

6 A la época, las máquinas de calcular son de dos tipos: a. máquinas digitales que operan sobre las marcas
interpretadas por el ser humano como los números y que se limitan a las cuatro operaciones; b. máquinas
analógicas que recrean un análogo físico, basadas sobre una medida de longitudes continuas, de la
función matemática de calcular.

7 Primero, una máquina analógica realizada para predecir la altura de las mareas, luego en una máquina
especializada en el cálculo de esta función y después de la guerra (junio 1950), cuando el computador que
él había ayudado a crear en la Universidad de Manchester se vuelve entonces operacional para este tipo
de cálculos.
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función superior a 15408. Con el estudio y realización de la función zeta, no
solamente muestra un nuevo método para calcularla y definirla sino una es-
tructura novedosa para máquina, necesaria tanto para la solución numérica del
problema como para la necesidad efectiva requerida por la máquina. Conside-
rada esta, como una de las primeras experiencias en la historia de las máquinas
y de la informática.

Teoría de Grupos

El interés de Turing por la Teoría de Grupos, que no está focalizada hacia sus
dos principales ejes de investigación (sistemas numéricos o efectividad del
cálculo), radica en la noción de función. En esta teoría, la función se interpreta
de manera proyectiva, previendo todas las permutaciones posibles de los va-
lores que una función puede contener. Este estudio abstracto de permutaciones,
en un grupo, se vuelve el objeto de estudio general porque va mas allá de los
números como objetos privilegiados de investigación; por otro lado, desde el
punto de vista de la interpretación numérica de la teoría, Turing plantea que la
posibilidad de una resolución numérica de una ecuación no es absoluta sino
relativa al dominio en la cual se considera9.

La solidez estructural entre una función y el dominio de su resolución, dada
en la Teoría de Grupos, influenciará el itinerario de Turing, por su riqueza de
enseñanzas, así:

· La separación entre los números calculables y los no-calculables (1936),
que responde a una pregunta estructural: la efectividad del cálculo y no
propiamente la de la resolución de ecuaciones en aspectos particulares.

· La prolongación del interés que él tiene sobre la teoría de funciones y en
este marco plantea los problemas específicos referidos a las aproxima-
ciones de funciones, en los casos donde aquellas son necesarias.

8 En 1953, publica un nuevo artículo sobre el cálculo de la función zeta, donde recuerda que el último
matemático que había calculado los valores de esta función, fue el británico E. C. Tichmarsh, en 1936 y
que llegaba hasta el número 1468. El artículo: “Some calculations of the Zeta-function” en Proc. London
Mathematics Society (3) 3, 1953, pp. 99-117.

9 Turing en Teoría de Grupos se interesa en mejorar técnicamente un resultado de von Neumann que toca las
funciones cuasi-periódicas de un grupo, el va a mostrar la compacidad de un grupo de “unión conexa”
cuando es aproximable, preguntándose: ¿en qué medida los grupos llamados “de unión” que son de natura-
leza continua, podían ser aproximados por las estructuras discretas como son los grupos finitos? (Turing,
1935: “Equivalence of left and right almost periodicity”. En: J. London Mathematics Society 10. pp. 284-285).

En 1935, generaliza las investigaciones del algebrista alemán Reinhold Baer sobre las extensiones de un
grupo, es decir, sobre los dominios numéricos de resolución de ecuaciones (Turing 1938: “The extensions of
a group”; en Composition Mathematics. 5, pp. 357-367).
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· Las aplicaciones no directamente numéricas de la Teoría de Grupos que
tocan ciertos aspectos que serían sus temas de interés hasta el final de la
vida: la mecánica cuántica y la criptología. En mecánica cuántica, la no-
ción de estado es caracterizada por la Teoría de Grupos, mientras que en
criptología, permite definir rigurosamente la noción de permutación y
de no-variabilidad de las permutaciones.

2.2. Lógica Matemática

Bajo los resultados de Gödel de 1931, en lógica matemática, sobre la
decidibilidad y la completitud de los sistemas formales, Turing con su investi-
gación de 1936, sobre la indecidibilidad, va a dilucidar la noción crucial de
cálculo efectivo, a partir del concepto de número calculable y su aplicación al
Problema de la decisión (Entscheinsdung problem) propuesto por D. Hilbert.

Así mismo, realiza una investigación doctoral en Princeton, 1938, a partir
de la noción de la que llamaría Gödel: la incompletitud de todo sistema formal,
investigación cuyo objeto era aclarar y mostrar la posibilidad de ir más allá del
límite interno propio a cada sistema formal, el cual demuestra que es posible
representar aritméticamente.

El desarrollo de esta investigación, la hace presentando una jerarquía de
sistemas formales compuestos de proposiciones homogéneas en cuanto a su
uso de conectores lógicos (es decir en cuanto al orden en el cual se colocan los
conectores existenciales y los universales). En cada sistema formal, agrega una
proposición que sea inabordable por el sistema formal de la etapa precedente
e incluye igualmente, la proposición que representa la función zeta de Riemann10.
Se trata, entonces, de estudiar la completitud parcial de cada etapa engendrada
por el sistema formal, que puede ser extendida a toda la jerarquía.

Turing presenta un cambio en la metodología utilizada, porque estructura
una jerarquía aritmética de grados de insolubilidad que es relativa al sistema
formal considerado.

2.3 La Criptología11

Objetivos: asegurar la confidencialidad, garantizar la autenticidad y conser-
var la integralidad de informaciones o mensajes codificados o “encriptados”; lo

10 De esta manera, esta función queda clasificada aritméticamente según los grados de insolubilidad,
resultado importante en el desarrollo de la función zeta.

11 Del griego κριπτοσ (esconder) y λογοσ (ciencia), “criptología” significa la ciencia del secreto y se
propone esconder (encriptar o codificar) las informaciones de un mensaje.
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que significa asegurar códigos secretos impenetrables. Esta ciencia nace desde
la antigüedad, los hombres inventan sistemas manuales primero y luego se
vuelven mecánicos, antes de la revolución electrónica, pero solamente se es-
tructura como disciplina hacia la segunda decena del siglo XX.

En su concepción de la Criptología Turing, representa las leyes del univer-
so por el sistema de codificación con el que se “encriptan” los mensajes y las
claves de códigos por sus constantes. Esta concepción pone en relación el mun-
do abstracto de la lógica, estadísticas, probabilidades y máquinas y el mundo
de la física; lo cual engloba todos los temas de su interés.

Este trabajo es realizado durante la segunda guerra, el cual no se conoce
actualmente en su integralidad, pero se estima que “sin Turing, Inglaterra hu-
biera perdido la guerra”. Se pueden distinguir dos periodos en su realización:

- El primer período fue esencialmente consagrado a la descodificación de
los mensajes encriptados de la marina alemana12. Turing propone un mé-
todo que hace uso del cálculo de probabilidades y de la lógica que con-
sistía en la comparación estadística de las frecuencias en las
configuraciones “hembras”, reemplazando la búsqueda mecánica de re-
conocimiento de letras hembras por la búsqueda de las “opuestas” entre
las letras repetidas de una palabra, que se supone están en el mensaje, y
la repetición del mensaje codificado. Es decir, este método consistía no
solamente en operar el reconocimiento mecánico de la repetición de pa-
labras sino en tratar, por métodos lógicos mecánicos, de limitar la proli-
feración combinatoria, eliminando de entrada las posibilidades
incompatibles entre ellas13.

Con este método Turing reinventa, de manera original, un método de
análisis estadístico, el análisis secuencial y el concepto, prioritario en el
siglo XX, que es el de Información.

12 Los estudios de descodificación habían comenzado antes de la segunda guerra por los poloneses, que
constituían un grupo de matemáticos especialistas en teoría de grupos y en el idioma alemán, y un grupo de
ingenieros idóneos en construir máquinas para descodificar. Su método llamado del “Reloj”, se centraba
en descubrir en los mensajes codificados, repeticiones de letras discernibles llamadas “hembras” (samiczka
en polonés), búsqueda que se realizaba mecánicamente con la ayuda de máquinas electromecánicas
nominadas “Bombas”. La estructura de codificación de los alemanes por su máquina Enigma fue descu-
bierta por el estudio de estas repeticiones, en su trabajo de conjunción inédita de la mecanización del
mensaje y las competencias matemáticas y lingüísticas; lo cual lleva, igualmente, a una renovación
completa de los métodos en Criptología. Después de la pérdida de Polonia, los investigadores poloneses
van a Francia y luego a Inglaterra; momento en el cual los alemanes habían complicado sus codificaciones
y el método del “Reloj” se vuelve ineficaz (Lassègue, 1998, pp.34-35).

13 Teóricamente, este método había sido propuesto por C.S. Pierce, como un método de Inferencia para la
investigación, llamado abducción, al lado de los otros dos métodos: inducción y deducción.
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- El análisis secuencial14, entendido como une análisis estadístico donde
la talla de la muestra no se fija con anterioridad. Por el contrario, los
datos se evalúan a medida que se recolectan y la prueba llega a su fin,
según una regla de parada predefinida, cuando los resultados signi-
ficativos se presentan. De esta manera la conclusión del análisis pue-
de ser presentada en un estadio primario relativo a aquel al que se
llegaría a partir de pruebas de hipótesis o estimaciones más clásicas,
con un costo financiero o humano inferior.

- La Informacion, noción sintética, transformada (codificada) producida
para ser transmitida; fenómeno sobre el cual Norbert Wiener (1962),
se había interesado, examinando las máquinas a calcular que eran
capaces de imitar e inclusive de substituir el comportamiento huma-
no. La característica principal de transmisión de máquinas y de hu-
manos, era la de “patrón” (pattern): en tanto que “arreglo” o “vector”,
caracterizado por el orden de sus elementos y no por el contenido
mismo de estos (dos modelos son iguales si sus relaciones de estruc-
tura se corresponden, en elementos y en orden (p. ej: la manera de
contar); o en tanto que distribución temporal, como los mensajes que
se intercambian en una conversación telefónica. Es así, que la manera
de “medir” la información para hacer las transmisiones va a consti-
tuirse en una de sus características importantes. La medida de la in-
formación, para Wiener, depende de un principio parecido a aquel de
la entropía15, en donde un mensaje puede perder espontáneamente su
orden pero no podría obtenerlo16.

De esta manera, con la introduccion de la “medida” de informacion,
el concepto de información va a referirse al “peso de la evidencia” de

14 El Análisis Secuencial fue concebido por A. Wald, estadístico americano, y G. A. Barnard, británico, para
controlar la calidad de productos manufacturados. Para decidir si un lote de productos es de buena
calidad o no, sin tener que revisar todos los productos, se tienen dos hipótesis: la una k (productos
defectuosos) y la otra no-k (productos no-defectuosos), se prueban los productos y cada vez se recalcula
la calidad del lote, sin fijar con anterioridad la talla de la muestra sometida a la prueba de calidad. Cada
observación tiene tres acciones relativas a: k es verdad o no-k es verdad u ordenar otra prueba. Se trata
de proseguir la prueba hasta un límite sin multiplicar excesivamente el número de pruebas, lo cual lleva
a definir una regla de parada para la prueba. La escogencia de productos de la misma calidad puede
asimilarse a la aceptación de la hipótesis que se refiere al significado de una palabra contenida en un
mensaje, que es el concepto mismo de Información.

15 La mecánica estadística utilizaba nociones similares, que en la rama de la Física llevaba al “segundo
principio de la termodinámica”, la que afirma que un sistema puede perder espontáneamente el orden y
la regularidad pero que no gana casi nunca (WIENER, Norbert, Ibid).

16 El estudio de los mensajes y en particular, de los mensajes de control, constituye el objeto de la
“Cibernética”, en la época de Wiener. Su nombre significa el arte de controlar o timonear, viene de la
palabra griega γοϖερνορ “governor” (ingles) que designa el regulador de una máquina y se ha formado
por la latinización de esta palabra griega.
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los mensajes, que es netamente estadístico, con utilización posterior
en probabilística, lo cual es importante para los métodos de
descodificación que buscaba Turing. Su problema era conocer la pro-
babilidad de realización de una hipotésis H dada a priori y de la infor-
mación obtenida, que sería la evidencia E; por lo cual es posible revisar
por medio de una regla (de Bayes, por ejemplo), la probabilidad bus-
cada. De esta manera la característica de “peso” de información va a
permitir conocer las medidas de probabilidad calculadas en términos
de semejanzas. El nombre que da Turing a la unidad de medida de
Informacion es ban y deciban cuyo significado es el de más pequeño cam-
bio perceptible por la intuición humana17.

- En el segundo período, provisto del concepto de información, Turing se
centra en la puesta en funcionamiento de un sistema de codificación de
la palabra, a partir de los estudios realizados por los ingenieros de los
laboratorios Bell especializados en la tecnología electrónica, en particu-
lar Claude Shannon, uno de los fundadores de la teoría de la información18,
cuyo interés se centraba en la puesta en funcionamiento de máquinas
susceptibles de codificar la palabra humana.

3. APORTES DE TURING A LA CALCULABILIDAD

Con los intereses e investigaciones de Turing en Matemáticas, se puede
decir que su perspectiva está ligada, la mayoría de los casos, a la efectividad del
cálculo, es decir, no solamente desde el punto de vista del planteamiento de las
problemáticas y de las posibilidades de resolución sino de las condiciones
prácticas de su realización, razón por la cual estos desarrollos están ligados a
la lógica matemática.

17 El nombre ban fue dado porque el proyecto sobre el cual trabajaba Turing se llamaba banburism, cuyas
operaciones y cálculos se hacían sobre papel proveniente de la ciudad inglesa de Banbury. Estas unidades
de medida fueron tomadas de la teoría acústica que utilizaba bel y decibel, y significan el logaritmo de base
10 de la relación entre dos intensidades sonoras. Posteriormente Shannon en su Teoría de Información las
reemplaza por una noción binaria equivalente, el bit. (Lassègue, J. 1998, p. 37)

18 De manera general, la teoría de la información es una teoría de naturaleza estadística que mide “la
cantidad de información provista por una operación dada”. Además de Turing, se encuentran varios
estudiosos de esta teoría, así: de un lado, la teoría de información de Kolmogorov, en general, que se
pregunta si se puede deducir la “verdadera información”, a partir de una cadena de bits (0, 1), y del otro
lado, la teoría de la información de Shannon, más específica que la de Kolmogorov. Se ocupa de las
distribuciones particulares probabilísticas de ciertos conjuntos de estas cadenas. Aquí, se utiliza la
noción de Turing, porque la medida o el valor del contenido de la información se obtiene por medio de
una cierta hipótesis de distribución probabilística de las letras de la cadena, semejante a las investiga-
ciones realizadas por él.
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3.1 Entorno Lógico-matemático

El impulso dado a finales del siglo XIX a la lógica está marcado por los funda-
mentos de matemáticas, debido, en gran parte a los descubrimientos de Cantor19

que tocan la comparación de colecciones (1874) y el desarrollo de la teoría de
conjuntos, cuya originalidad radica en la interpretación del concepto de infinito.
Teoría, cuyo conjunto de infinitos no-enumerables presenta antinomias o parado-
jas20, ampliadas también por la deficiencia de los sistemas de deducción de la
lógica clásica. Esta presuntamente, utilizaba objetos no totalmente razonados en
los dominios finitos y por ende la noción de infinito, requería una petición de
principio, porque se servía de la extrapolación de los razonamientos del campo
del finito (aparentemente válidos) al del infinito de la noción de sucesión. En el
campo del Infinito se contaba con la diferenciación del infinito potencial y el
actual21, sabiendo que solo lo finito podía ser accesible al razonamiento y es jus-
tamente lo que se muestra con el planteamiento de Cantor sobre los números
transfinitos, porque establecía las reglas que permitían el manejo de los conjuntos
que comprendían estos números (infinitos tratados de una forma finita), es de-
cir las reglas que permitían el control de un infinito actual.

19 Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (San Petesburgo 1845-Halle 1918) fue un matemático, filósofo y
físico alemán. Tuvo como profesores en el campo de las matemáticas a Ernst Kummer, Karl Weierstrass y
Leopole Kronecker. Los primeros trabajos con las series de Joseph Fourier, lo llevaron al desarrollo de una
teoría de los números irracionales y en 1874 apareció su primer trabajo sobre la Teoría de Conjuntos, que es
la base de las Matemáticas Modernas. Estudia los conjuntos infinitos, considerado por su maestro Kronecker
como una locura matemática y descubre los conjuntos infinitos enumerables (naturales, enteros positivos,
…) y los conjuntos infinitos no-enumerables (no tienen correspondencia con los números naturales).

Sus estudios lo llevan a formalizar la noción de infinito bajo la forma de los números transfinitos  (cardina-
les y ordinales). Este planteamiento supone un desafío para la religiosidad de Cantor. Trabaja en probar
la hipótesis del continuo, cuya prueba se presenta como imposible, y tiene que ser aceptada (o rechazada)
como axioma adicional de la teoría, lo que significó un salto cualitativo importante en el raciocinio lógico.

20 Paradojas, que parecían invalidar toda su teoría (inconsistente o  contradictoria, en el sentido de que una
cierta propiedad podría ser a la vez cierta y falsa). Por ejemplo: “el barbero de un pueblo rasura todas las
personas que no se rasuran por sí mismas. Pregunta: ¿El barbero se rasura a sí mismo? El descubrimiento
de las paradojas de la teoría cantoriana de conjuntos fue formalizada posteriormente por Gottlob Frege,
así mismo propició los trabajos de Bertrand Russell, Ernst Zermelo, Abraham Fraenkel y otros estudiosos
a principios del siglo XX.

21 Cantor, define el infinito potencial en contraposición al infinito actual, nociones que eran conocidas desde la
antigüedad, por los griegos. Anaximandro (611-547? a. C.) consideraba el Infinito como potencialidad, lo
indeterminado, ilimitado, es decir, lo continuo; Platón (427-347 a.C.), al contrario se refería al Infinito
actual, describiendo la forma, el número, etc.; en el Medioevo, el infinito es potencial y hace referencia a
Dios; y en los desarrollos contemporáneos se encuentran las dos corrientes, así:

- infinito potencial: Conjunto infinito N (naturales), no existe; Conjunto finito si existe N= {1, 2,
….} y es potencialmente infinito.

- infinito actual es exclusivamente para conjuntos operativamente cerrados:

- números naturales (constructivismo): para cada número natural es posible señalar un sucesor por
tanto no hay fin: S0=1; SS0=2. Cada uno de estos números (por grande que sea) puede señalarse en
forma completa, mientras que eso no es posible para el conjunto N.

- conjuntos que se pueden definir con base en procedimientos o algoritmos.
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La problemática se desplaza hacia la legitimidad de los razonamientos no-
constructivos o que no se pudieran establecer por un número finito de pasos y
en consecuencia por el estatuto del infinito potencial, el actual y lo finito (obje-
tos o razonamientos). Así, había escuelas que controlaban lo infinito (transfinito)
por medios finitos, otros se dieron a la tarea de reinterpretar los medios no-
constructivos adquiridos, por medios constructivos, es decir, en ambos casos,
se trataba de componer una lógica en el campo de lo finito. La indagación de
los lógicos se centra, entonces sobre lo que se puede entender por razonamiento
constructivo, el cual era, en ese momento, el centro de interés de Turing ligado
a sus investigaciones sobre la manera de realizar cálculos.

En el mismo sentido, David Hilbert, plantea una estrategia basada sobre
una reformulación de la axiomática, que diferenciaba las proposiciones ideales
de las reales. Desde la antigüedad (Euclides), la Axiomática de la Geometría
estaba compuesta por un grupo de proposiciones (axiomas) que engendra-
ban lógicamente todas las otras proposiciones de este campo y suponía que
esta geometría era no-contradictoria. Así, para definir si un grupo de axio-
mas era legítimo (no-contradictorio), era necesario recurrir a una representa-
ción o modelo del grupo de axiomas estudiado. Por ejemplo, en axiomas
no-euclidianos establecidos por Riemann para presentar la noción de curva
del espacio, la recta puede ser interpretada como un arco del círculo de esa
área. Consecuentemente, la lógica se asemejaría a un procedimiento de veri-
ficación y sus proposiciones serían ideales, que por naturaleza, no deberían
ser interpretadas, lo cual lleva a las preguntas como: ¿Todas las geometrías
son equivalentes? ¿Por qué la geometría euclidiana tenía un papel priorita-
rio? Así, el infinito, concebido como ideal, no podía recibir interpretación en
un modelo, lo que condenaba su uso y podía ser contradictorio, entonces,
¿cuál sería la manera de utilizarlo?

Hilbert, a su vez, quiere conservar al mismo tiempo la posibilidad de utili-
zar el infinito y controlar su uso de una manera finita, de manera que si la
geometría estaba en el dominio de las matemáticas, el infinito también lo esta-
ba. El planteamiento de Hilbert es el siguiente:

- Precisar el estatuto de la geometría: interpreta por medios algebraicos las
axiomáticas de diferentes geometrías, pero no prueba que la geometría
fuera más ideal que el álgebra y por lo tanto, no se necesita pasar por
ella para probar cualquier geometría.

- Probar la geometría por medios matemáticos más fundamentales: de manera
que, por ejemplo, la geometría cartesiana debería ser probada por la
aritmética de los números enteros o reales.
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- Probar la consistencia absoluta de la matemática: por ejemplo, a partir de la
consistencia de los números enteros se deducirían todas las otras
axiomáticas. Para hacerlo, transforma el concepto de axiomática y dis-
tingue dos clases de esta: de contenido y formal. La de contenido, com-
prende las proposiciones finitistas (se verifican por medios efectivos) e
ideales (no se verifican por esos medios, como las transfinitas, las
existenciales y universales). El objetivo era reducir estas últimas propo-
siciones a las de contenido, las cuales podían asegurar la no-contradic-
ción, dejando solo las proposiciones sin posibilidad de interpretación, es
decir, sin contenido, reguladas por procedimientos efectivos, que po-
drían responder directamente a la pregunta de la no-contradicción, en el
caso de las dos axiomáticas.

- Asegurar el aspecto formal de las proposiciones de contenido: aquí lo
más difícil era asegurar lo formal en las proposiciones transfinitas (con-
trol de la hipótesis de lo continuo).

- Asegurar que la deducción se opere de manera efectiva: es decir, en un
número finito de etapas, operada fuera del sistema formal por el matemá-
tico, como disciplina del pensamiento22 y que puede, por ende, controlar
el infinito.

Anotaciones

Era sobre este sistema completamente formalizado (en la medida que no
era interpretado) que se quería saber si las fórmulas o axiomas formaban
un sistema no-contradictorio y para establecerlo, en el caso de la aritméti-
ca, consistía en producir una prueba de imposibilidad23. Así, por medio de
esta prueba de imposibilidad, Turing y Gödel rechazan el planteamiento
de Hilbert.

3.2. Planteamientos de Turing

Hilbert en su “Programa” presenta varias problemáticas de interés para los
matemáticos y que concierne el estatuto de la axiomática, así:

- ¿Es completa, en el sentido que cada fórmula puede ser demostrada o
rechazada?

22 Nuestro pensamiento sería finitista y funcionaría de manera efectiva, para Hilbert.

23 Se supone la existencia de una contradicción entre los axiomas del sistema formal y se demuestra que esta
suposición es contradictoria.
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- ¿Es consistente, en el sentido que cada fórmula contradictoria no puede
ser generada a partir de sus axiomas?

- ¿Es decidible, en el sentido que requiere un método efectivo para decidir
que una fórmula cualquiera puede ser verdadera o falsa?

Anotaciones

Esta última problemática es lo que se conoce como el Entscheidungs problem
o Problema de la Decisión y es la base del trabajo de Turing. Las respuestas a las
tres problemáticas fueron negativas, las dos primeras aportadas por Gödel y
la última por Alan Turing, Emil Post, Alonzo Church y Stephen Kleene, entre
otros, quienes se basan en el trabajo realizado por Gödel para plantear su
negativa. Así mismo, se descubrieron fenómenos inesperados, creando un ver-
dadero “laboratorio decidible”, en donde el nacimiento de la informática ilus-
tra concretamente estos fenómenos.

3.2.1. Respuesta de Gödel

La respuesta de Gödel al primer problema de la completitud (en 1931),
prueba que hay una parte restante de la Aritmética que está por fuera de la
Axiomática Formal, de manera que la demostración de una proposición no era
estrictamente equivalente a su verdad porque un teorema (proposición verda-
dera) podía ser verdad sin ser deducible de sus axiomas: era, entonces, nece-
sario disociar la deducción de naturaleza sintáctica (formal) y la de naturaleza
semántica (contenido) dentro de la Axiomática Formal.

Anotaciones

Esto tenía una consecuencia desde el punto de vista filosófico porque al pa-
sar del finitismo metamatemático al finitismo del pensamiento, hacía que se per-
diera su carácter de presupuesto necesario, impuesto por Hilbert. Inclusive, para
Gödel, era entonces la reticencia en utilizar razonamientos no-finitistas en el
pensamiento que llevaba a la “consecuencia trivial” de teoremas como el de la
incompletitud de 1931 (Wang, 1974, p. 8). En consecuencia, sería necesaria, una
modificación profunda desde el punto de vista de la Axiomática, para solucio-
nar los límites internos que tocaban su completitud y su consistencia, y poste-
riormente su decidibilidad.

3.2.1.1. Planteamientos y consecuencias

 Gödel (1931 ) en su artículo: “Sobre las proposiciones formalmente
indecidibles de los Principia Mathematica y los Sistemas emparentados I”,
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introduce un sistema formal P construido a partir del sistema lógico de los
Principia Mathematica de Russell y de los axiomas de los números enteros de
Peano24. Demuestra que existe en el sistema, fórmulas o proposiciones verda-
deras indecidibles que no pueden ser ni confirmadas, ni afirmadas. Precisa-
mente, demuestra que la aritmética formal no puede ser probada sino al interior
de su sistema axiomático.

Su desarrollo consiste en codificar todas las fórmulas del sistema P, así que
sus demostraciones con números enteros: “una fórmula es una cadena de
números naturales y una demostración es una cadena finita de cadenas finitas
de números naturales”25.

Explícitamente, presenta una descripción de un cálculo formalizado al inte-
rior del cual pueden ser expresadas las relaciones aritméticas corrientes. De
esta manera, las fórmulas del cálculo (cadena de signos) elaboradas por un
conjunto de signos elementales y según una demostración (cadena finita de
fórmulas) son completamente codificadas por un número: el “Número de Gödel”
distinguiendo el signo elemental, la fórmula y la demostración, lo que permite
establecer un método con el fin de “aritmetizar” el cálculo formal, permitien-
do una correspondencia biunívoca entre las expresiones del cálculo y un
subconjunto de enteros. Así, si una expresión es dada, el número de Gödel
correspondiente puede ser calculado y viceversa. Este método puede ser rea-
lizado mecánicamente por una máquina, definiendo claramente su estructura
y su composición.

La etapa siguiente del método consiste en demostrar que todas las asercio-
nes “metamatemáticas” (propiedades de las expresiones, entre otros) se pue-
den referir al cálculo mismo, con el fin de que estas puedan ser igualmente
aritmetizadas.

Anotaciones

Vemos que el planteamiento de Gödel consiste en operar una aritmetización
de la metamatemática. Si Hilbert propone una axiomática formal, Gödel pasa
de esta a una aritmética formal. La pregunta aquí sería, si ¿no hay una vuelta
atrás al contenido o significado de las proposiciones formales dadas de la axiomática

24 El se sirvió de esta adaptación de los “Principia Mathematica” y de los axiomas de Peano, pero cualquier
cálculo que se refiera al sistema de los números cardinales, puede convenir.

25 Si Gödel tenía como objetivo responder al Programa de Hilbert, que se proponía (entre otros) la voluntad
de traducir la aritmética por la lógica, es decir transformar los números por formulas, con esta propuesta,
él acababa, en cierta medida, con el Programa de Hilbert porque Gödel desarrolla su contrario: codificó
las formulas por los números enteros.
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formal? Pero cómo se justifica la vuelta a la aritmética formal que en este caso
sería una aritmética de contenido? Sabemos que en la metamatemática, la
axiomática es formal solamente cuando está desprovista de cualquier conteni-
do y en la aritmética formal propuesta por Gödel el símbolo es el número, es
decir, que tiene significación.

De esta manera, lo que realiza Gödel es trabajar en los dos sentidos, la
axiomática formal y la aritmética; o sea, que a la axiomática formal, se le
“recodifica” rigurosamente con números porque justamente la axiomática no
tiene ningún contenido, y la aritmética de los enteros sigue una doble trans-
formación: se sustrae primero su contenido por medio de la axiomática sin
contenido y se recodifican estos signos sin contenido, con números. De mane-
ra que, a cada signo sin contenido de la axiomática formal, puede atribuírsele
un número único26 y por lo tanto, todas las fórmulas o cadenas de fórmulas
reciben un número específico propio, lo que hace posible codificar bajo una
relación aritmética, las relaciones de inferencia entre axiomas, teoremas, …
etc. Se superponen así dos interpretaciones: una interpretación metamatemática
y una aritmética, de manera que con esta codificación la axiomática puede
convertirse en el cálculo formal esperado.

Este punto nodal, en la argumentación de Gödel, va a ser utilizado por
Turing para dar respuesta al problema de la decidibilidad o al de saber si
existe o no un procedimiento efectivo capaz de decidir con antelación, si un
axioma o proposición verdadera es un teorema o no.

3.2.2. Respuesta de Turing

Turing se propone aclarar la pregunta: “¿Cuáles son los procesos generales
que se necesitan para calcular un número? Es decir, la búsqueda de un “proce-
so general” con el fin de determinar si un número dado n tiene una propiedad
G(n) (n es la representación dada por Gödel de una fórmula demostrable) o en
otras palabras: para calcular un número cuya n-ésima cifra es 1, se quiere saber,
si G(n) es verdad y 0 si es falso. Se trata de precisar, específicamente, lo que se
entiende por un procedimiento efectivo o por un algoritmo para realizar cálculos

26 Así, por ejemplo para la asignación del Número de Gödel a las constantes, tenemos:

Constantes Número de  Gödel Significado

- 1 No
V 2 o
⊃⊃⊃⊃⊃ 3 Si..., entonces

4 Existe
= 5 Igual
S 6 Sucesor
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(problema de la decisión); y de manera general sobre las propiedades lógicas
y sus límites, es decir los problemas metamatemáticos planteados por Hilbert.

3.2.2.1. Puntos problemáticos

Antes de enseñar la solución de Turing, presentamos dos puntos problemá-
ticos sobre los cuales él tenía que hacer aclaraciones:

- Noción de cálculo

Si bien la noción de cálculo que se utilizaba por los matemáticos desde siem-
pre, parecía no tener problema, esta no había sido tema de estudio profundo y
era catalogada como una herramienta en matemáticas pero no como objeto. En
este sentido, el planteamiento de Hilbert pedía definir las herramientas mate-
máticas como objetos para resolver el problema de la decisión, es decir, caracteri-
zar claramente la noción de cálculo en sí misma y sus relaciones con la noción
de función y de procedimiento efectivo.

La noción de cálculo, en el siglo XVIII, fue asociada a la de función que, en
parte se consideraba como un procedimiento de cálculo, en el que a un valor
numérico de x, correspondía, por una transformación efectuada por la función
f, un valor f(x). Esta noción se precisa en el siglo XIX como una puesta en
correspondencia entre un conjunto de partida y un conjunto de llegada, pero
nada dice que se tengan los medios para describir por medio del cálculo, esta
correspondencia. Así, se hacía necesario aclarar la relación entre función y
cálculo, de manera que, por ejemplo, saber si para resolver una función de
enteros existía un procedimiento de cálculo o no, y en el caso de que existiera,
si el resultado del cálculo daría una función calculable. El límite de esta función
era indeterminado porque dependía de encontrar el procedimiento efectivo de
cálculo que produjera la función, lo que hacía difícil su definición formal.

En este sentido, la noción de procedimiento efectivo, puede asemejarse a
aquella de algoritmo que es una noción técnica y no totalmente formal (no regu-
lado por las normas de la Axiomática Formal). Algoritmo, entendido como una
lista de instrucciones que se deben seguir para llegar a un resultado después de
un número finito de etapas. Es un procedimiento general que responde a una
clase de preguntas, por ejemplo: ¿si un número cualquiera pertenece a la clase de
números primos? Inclusive si la clase de números primos es infinita, el número n
se escoge entre el conjunto infinito de los números enteros. El número de casos
para investigar debe ser finito, porque en su opuesto, este número de casos sería
interminable y entonces el procedimiento o algoritmo no tendría fin.

En el caso de la Axiomática Formal, sabiendo que esta tiene la capacidad de
representar el infinito de los números enteros, el procedimiento de decisión
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consiste en determinar si una fórmula o proposición es decidible de los axio-
mas de la axiomática formal27.

Anotaciones

Turing al proponerse la tarea de definir formalmente la noción intuitiva de
cálculo, necesitaba desarrollar una noción lo suficientemente amplia, que cu-
briera esta noción intuitiva, en su generalidad. En consecuencia, requería pre-
cisar a su vez, el contenido formal de la función calculable, cuyo comportamiento
depende de un procedimiento efectivo o algorítmico.

- Noción de función calculable

Intuitivamente, se entiende por calculable el resultado de una operación que
conduce a la determinación exacta de un número. Desde la antigüedad griega,
el concepto de calculable se ha ido refinando y se despejaron tres casos:

. Corresponde a la intuición que se tiene de la noción de calculable, y con-
siste en encontrar, luego de una operación que comprende un número
finito de etapas, un resultado exacto. Por ejemplo: “5 + 5”o v9, cuyo
cálculo lleva a un resultado exacto después de la realización de la opera-
ción planteada.

. Consiste en encontrar, después de una operación que comprende un
número finito de etapas, un resultado aproximado a un grado cualquie-
ra de aproximación que se ha decidido con anterioridad. Por ejemplo, se
puede calcular la expansión decimal de v2, que es infinita, aproximándo-
la a 6 cifras.

. Corresponde a lo incalculable, en el cual no se tienen los medios para
calcular un resultado exacto, después de una operación de un número de
etapas finitas, o después de la aplicación de reglas de aproximación del
resultado.

Para los dos primeros casos, en caso de conjuntos, se puede decir que, una
función se llama calculable si su valor para cada número calculable en el conjun-
to de partida, es un número calculable.

27 Es interesante saber que la respuesta afirmativa que espera Hilbert sobre el Entscheidungs problem o
Problema de la Decisión está basada en un lineamiento epistemológico que es el de la solución de todo
problema matemático, el cual debe tener una forma tal que sea siempre posible resolverlo. Para él, no había
“ignorabimus en Matemática”, de ahí la importancia dada a la búsqueda de solución del problema de la
decisión para su filosofía matemática (Lassègue, 1998, p. 61-62).
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Anotaciones

Desde un punto de vista general, el dominio de lo calculable es una parte
mínima del desarrollo de las matemáticas, como se ve en los trabajos sobre
Teoría de Conjuntos, pero es solamente al perfeccionar la noción de función que
este hecho capital en matemáticas se aclaró.

Una de las tareas capitales de la investigación matemática consiste en en-
contrar la manera de aproximar, por medio del cálculo, un cierto número de
funciones (Análisis numérico); se trata de encontrar métodos algorítmicos o efec-
tivos que permitan encontrar los elementos característicos que hacen posible el
cálculo aproximado de la función estudiada. Por ejemplo, en la función √x de-
finida sobre el conjunto de los números reales, encontrar que a todo x en el
conjunto de los números naturales le corresponda la raíz √x, descrita a cual-
quier nivel de aproximación decidido con anterioridad, es entonces una fun-
ción calculable. Y esto porque siempre es posible exhibir el resultado único de la
puesta en correspondencia entre x y √x.

El análisis numérico tiene entonces como campo de estudio los dos prime-
ros casos de calculable y es en estos dos casos que Turing perfeccionó las téc-
nicas efectivas y obtuvo un gran número de resultados, pero es en el tercer
caso, aquel del incalculable, que su nombre tomó importancia en la historia de
las matemáticas y de la informática.

3.2.2.2. Puntos de la solución de Turing

En el artículo de 1936, “sobre los números calculables, con una aplicación al
Entscheidungs problem” (Turing, 1936-1937, pp. 48-104, versión francesa), él
se centra en el problema de la decisión y establece cuatro aspectos importantes:

- La idea intuitiva de calculabilidad

A partir de la práctica de una persona que efectúa cálculos por medio de
signos sobre una hoja de papel, Turing presenta una análisis minucioso de lo
que hace un calculador humano, según los símbolos observados y su estado
de “espíritu” a un momento dado28, el quiere mostrar la característica formal

28 Turing, Alan (1936-1937, pp. 78, de la versión francesa): “El comportamiento de un hombre que calcula
se determina a todo momento por los símbolos que observa, y por su “estado de espíritu” del momento. Se
supone que este calculador observa un número máximo M de símbolos (o de casillas) a la vez en un
momento dado. Si quiere observar más, debe hacer muchas observaciones sucesivas. Suponemos que no
es necesario tener en cuenta sino un número finito de estados mentales, por una razón análoga a aquella
que nos lleva a limitar el número de símbolos. En efecto, si se admite la existencia de una infinidad de
estados mentales, algunos entre ellos serían “arbitrariamente cercanos” al punto de confundirse entre
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del pensamiento cuando se realiza un cálculo formal, como base epistemo-
lógica presentada por Hilbert. Con este soporte, va a demostrar que no hay
nada en el acto de calcular que no pueda ser realizado por un dispositivo
mecánico simple.

- Definición de una máquina abstracta para calcular29  

El equivalente formal dado por Turing a la noción intuitiva de cálculo por
medio de un procedimiento de la manera de calcular, se puede llamar algorit-
mo, expresado así: “toda función a través de la cual se encuentra un algoritmo
debe ser calculable por una máquina de Turing”, lo que establece una corres-
pondencia entre los algoritmos de un lado y las máquinas de Turing, de otro.
De esa manera, las funciones calculables que le corresponden deben ser Turing
calculables (por máquina de Turing), para las cuales utiliza la operación aritmé-
tica y da una representación formal codificada de un cálculo.

La representación del cálculo por una máquina se hace a través de una má-
quina abstracta, sobre papel, cuyo procedimiento decidible es un conjunto re-
gulado de operaciones efectuadas para esta máquina sobre las cadenas de
signos.

Esta caracterización, no es una definición totalmente formalizada, es más
del ámbito de una tesis que puede nominarse mecanicista, pero que se supone
va a formar parte de la órbita de estas definiciones.

- Definición de Números y Funciones Calculables

Para caracterizar la noción de cálculo, Turing quiere responder primero a la
pregunta: ¿qué es un número real calculable? y luego a: ¿qué es una función
calculable? En este sentido, define los números calculables como números rea-
les cuya expresión decimal es calculable por medios finitos30. Los números
reales se representan por una cadena infinita de cifras, operación que toma un
tiempo infinito. Sin embargo, con el fin de volverlos calculables es necesario

ellos. Aquí, esta restricción no es de naturaleza para afectar seriamente el cálculo, porque estados
mentales más complicados pueden evitarse escribiendo más símbolos en la cinta”.

29 Turing, Alan (1936-1937, pp. 80, de la versión francesa): “Se puede construir ahora, una máquina para
efectuar el trabajo del calculador. A cada estado de espíritu del calculador corresponde una “m-confi-
guración” de la máquina. La máquina examina B casillas correspondientes a las B casillas observadas por el
calculador. A cada paso, la máquina puede cambiar cualquiera de las casillas examinadas por otra casilla
distinta de al menos L casillas de uno de las casillas examinadas. El cambio que se efectúa, y la configuración
que resulta, son determinadas por el símbolo examinado y la m –configuración”.

30 Ibíd, p. 49 de la traducción francesa.
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medios finitos. El conjunto de los números calculables es inmenso, comparable
al de los reales, no obstante es enumerable.

Con la definición de números calculables, Turing expone una teoría de funcio-
nes de una variable real, en la perspectiva de la Calculabilidad, en la cual establece
que un número es calculable si su representación decimal puede ser escrita por
una máquina. Esta definición, era hasta aquí informal porque la naturaleza de
los medios susceptibles de ser utilizados no había sido formalmente explícita,
en consecuencia la tesis de Turing o la representación mecánica por una máqui-
na volverá la definición formalizada.

De esta manera para una máquina de Turing, el resultado de un cálculo
representa el valor de una función, inscrita al principio sobre la cinta de la
máquina (ver parágrafo siguiente: Composición de la máquina), si hay resulta-
do. Lo cual nos lleva a decir, que una función numérica es calculable, si existe
una máquina de Turing que sea un procedimiento de decisión para esta fun-
ción; así mismo él extiende el cálculo a cadenas de signos cualquieras (simbóli-
cas) y a todos los procedimientos de cálculo usuales, lo que confiere un carácter
general a su tesis. Esto hace posible la pregunta: ¿existe una máquina de Turing
capaz de calcular una función x?

- Composición de la máquina de Turing

Sabemos que la máquina es de “papel” o abstracta, especie de “caja negra”,
donde se tienen en cuenta solamente los datos de entrada y los datos de salida
transformados. La estructura de la máquina es muy simple:

- una banda infinita dividida en casillas, semejante a una memoria rudi-
mentaria, con una capacidad de almacenamiento infinita; cada símbolo
está almacenado en una casilla S(i), quiere decir que en la casilla S está
inscrito el símbolo i.

- una cabeza de lectura-escritura, capaz de observar el contenido de una
casilla de la banda, en un tiempo t, de desplazarse a lo largo de la banda
en cualquier sentido, de pararse sobre una casilla observada y de borrar
el símbolo de la casilla.

- un conjunto finito de estados (q1 , q2 , … , qn ) que distinguen los compor-
tamientos de la máquina. Con el símbolo observado S(i) en una casilla y
un en estado de la máquina se tiene la configuración de la máquina: (qn ,
S(i)); es esta configuración que determina la evolución de la máquina,
como inscripción de un nuevo símbolo de la casilla S(i).

- una tabla de instrucciones que controla cada acción de la máquina.
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Se puede representar la máquina de Turing, como sigue:

                                                       Cabeza de Lectura-escritura

               

1         0        0  1       0

De esta manera, cualquier algoritmo o procedimiento de decisión puede
ser simulado por una máquina de Turing. El mecanismo es muy simple: en
función del símbolo S(i) que la cabeza está leyendo y de acuerdo a su estado qi,
ella escribe un nuevo símbolo S(i‘) en la casilla, pasa a un nuevo estado qn; y
efectúa un desplazamiento de al menos una casilla: a la derecha, a la izquierda
o se queda en la casilla.

  - Máquina Universal de Turing

Hemos visto que cada cálculo exige su máquina de Turing, desde un punto
de vista psicológico el calculador humano busca el algoritmo y construye la
máquina de Turing que necesita y hace la relación entre un algoritmo o proble-
ma dado y la máquina que le corresponde. Esta consonancia puede ser el obje-
to de un procedimiento general, que a su vez (dicho procedimiento) puede ser
controlado por una máquina. Se puede, entonces, concebir máquinas de Turing
universales, para operar cualquier algoritmo. Es entonces, su capacidad de
amoldarse o imitar, parecida a la del calculador humano, a cualquier algoritmo
planteado (instrucciones) que hace su importancia y capacidad. Es posible ob-
tener un conjunto enumerable de todas las máquinas de Turing, y concebir una
relación funcional entre la máquina de Turing individual y la máquina que
imita, es decir, que sea posible cualquier función calculable. Esta universalidad
de la máquina delimita el campo de lo calculable.

Así mismo, con el planteamiento de esta máquina universal, el presenta una
apuesta metodológica y de estructuración para la deducción, de manera que
las instrucciones deben ser reutilizadas por cualquier máquina que sea necesa-
ria, si se trata de combinar las instrucciones, entonces estas se pueden reducir
a elementos más simples y los cálculos lo serían también: cálculos simples que
formarían parte de cálculos más vastos. El propósito de Turing es el de reducir
los cálculos, pero también lo infinito de los cálculos llevarlo a lo finito.

- Problema de la Parada

La solución al problema de la decisión supone que sea comprendida en un
sentido general, a saber que: “todo procedimiento decidible” cualquiera que
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sea, pueda ser efectuado por una máquina de Turing, o que toda función para
la cual existe un procedimiento decidible sea igualmente calculable por una
máquina de Turing31. Sin embargo, este concepto no permite determinar con
antelación la relación entre los problemas del infinito de los cálculos y la obli-
gatoriedad de lo finito de las tablas de configuraciones e instrucciones. Para
precisarlo, Turing presenta un problema que le compete a todas las máquinas
de Turing, que se llama el “problema de la parada”.

En este sentido, la pregunta sobre la decidibilidad de carácter general plan-
teada por Turing, se logra sintetizar así: ¿se puede saber con antelación si todo
cálculo tendrá o no un fin? Es decir: ¿si se puede saber de manera general, sin
haber realizado el cálculo, que la máquina va a parar o no? Lo que nos llevaría
a preguntarnos sobre la existencia de una máquina de Turing que sería capaz
de resolver el problema de la parada sobre un dato de entrada. Por ejemplo, si
una máquina de Turing cualquiera T, posee una cadena de signos C escrita
sobre su banda, ¿se para en un tiempo finito, teniendo escrito sobre su banda,
por ejemplo 0 si T no se para en el dato inicial C, y 1 en el caso contrario? Esta
máquina no existe, sería una máquina de decisión, capaz de conocer globalmente
el comportamiento de cada máquina de Turing (es decir, el resultado del cál-
culo, su parada o su ausencia) a partir de la simple observación de su tabla de
instrucciones. Ninguna máquina u algoritmo permite ver, con anterioridad, el
resultado del cálculo, es decir su parada o no.

Turing al establecer una correspondencia entre la solución del problema de
la decisión y el problema de la parada de la máquina, ha necesitado resolver el
problema de la parada de la máquina, pero como resultado de la tesis de Turing,
ninguna máquina de Turing puede resolver el problema de la parada, enton-
ces, el problema es insoluble, y por consecuencia la solución al problema de la
decisión es igualmente insoluble. Así, en términos de lógica, lo que una máqui-
na de Turing no puede hacer es determinar con antelación y de manera efecti-
va si una proposición dada es un teorema o no, de la misma manera que no
sabe prever si un cálculo cualquiera, llegará a un resultado en un tiempo finito.
Como consecuencia importante de su tesis es la correspondencia entre el cálcu-
lo y la demostración; correspondencia que enfatiza, a su vez, el presupuesto
sobre la universalidad de la máquina de Turing.

Anotaciones

Turing al hacer la correspondencia entre la insolubilidad del problema de
la decisión y el problema de la parada, presenta tres aspectos importantes de

31 Existe una cantidad de funciones numéricas (teoría de conjuntos, por ejemplo) y simbólicas que no pueden
ser calculadas por las máquinas de Turing por el hecho del carácter enteramente finito de estas máquinas.
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la teoría de la calculabilidad y por ende de la informática: la correspondencia
entre el cálculo por una máquina y la demostración de una fórmula en un
sistema lógico; la síntesis de elementos numéricos y simbólicos del cálculo,
ampliando el campo de las formas de representación de este; y la caracteriza-
ción de funciones calculables.

4. CONCLUSIONES

Se puede resumir el cientificismo de principios del siglo XX, encarnado por
Hilbert en la expresión: “todos los problemas tienen una solución”, dado que
existen problemas que comprenden las bases del razonamiento por demostra-
ciones de consistencia y otros que se refieren a los procedimientos generales
para llegar a la solución, o a encontrar un algoritmo que resuelva un cierto
número de problemas. Hasta aquí, las soluciones encontradas eran abstractas
y por lo tanto la noción de la calculabilidad era abstracta, hasta la solución
mecanicista, dada por Turing. Solución concreta y formalizada, pero que sin
embargo, concierne una máquina abstracta; planteamiento que rompe con la tra-
dición de las máquinas físicas o materiales, generando una manera particular de
mostrar una máquina, cuya originalidad reside en la utilización de procedi-
mientos lógicos para su funcionamiento. Así, las máquinas materiales pierden
su carácter pragmático en la resolución de problemas de cálculo y se vuelve
esencialmente lógico y teórico, según las exigencias metodológicas del
formalismo.

Vemos como Turing y en general, los lógicos de los años treinta, incitados
por estas exigencias generan verdaderos laboratorios de lo calculable efectivo,
el cual conformaría la Teoría de la Calculabilidad. Esta define los límites de lo
calculable, mostrando problemas que no son calculables y por lo tanto no-
decidibles, para lo cual la máquina de Turing es ejemplarizante. En cierto sen-
tido, la noción abstracta de máquina se inserta en la demostración matemática
e igualmente en aplicaciones prácticas, transforma el imaginario científico, lo
mismo que nuestra concepción de lo natural e inmediato, desde entonces se
puede concebir preguntas centrales de la lógica vía la noción de la
calculabilidad mecánica.

Igualmente, la correspondencia del problema de la decisión al problema
de la parada de la máquina de Turing cuando realiza un cálculo, demostra-
do como insoluble, marca uno de los límites de la decidibilidad y por lo
tanto de la Calculabilidad. Así mismo, para el funcionamiento del procedi-
miento efectivo o máquina, se requería el planteamiento y precisión de un
tipo de funciones que era necesario matematizar o formalizar para llegar a la
noción de función calculable, con propiedad decidible. Funciones, que pueden
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ser resueltas por un si o no (verdadero o falso; 1 o 0), es decir, aquellas de
estilo x å A. Estas funciones son enteramente calculables porque después de
un cálculo, una parada de la máquina de Turing es previsible, es decir, que
un cálculo efectivo, solamente puede realizarse con este tipo de funciones,
las cuales marcan los límites de lo decidible, lo calculable y posteriormente
de la informática.
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